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Pag. 7. Alla tersa nota aggiungete: Battaglisi, Sulla dipendenza scambievole delle figure 
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Pag. IO r 4! (numeri 21 e 49). L’importante teorema sull' involuzione dei gruppi di ponti in cui 
ima trasversale incontra più curve d’un fascio è stato enuncialo in (ulta la sua generalità da Poncelet 


(Compire rendus, 8 mai 1813, p. 953). Stvr» aveva dimostrato quel teorema per le coniche: Mr- 
moire sur tes lignei du second ordre • Annales de Gergonxe , I. 17 . Nismes 1826-27 , p. 180). 


(*) Di quest' errata-corrige sono debitore alla cortesia del mio egregio amico Bctmaui. 
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• Pfnt donc lini Tornirà , daos l'étel adiwl de la »cienr«, 
gtalralritr et créer cn glomllric : le géoie n* est pliw 
«odispensable pour ajouter oor pietre à l'édiflcc» 
Chaslks, Apersi historique, p. 269). 


1 i desiderio di trovare , coi melodi della pura geometria , le dimostrazioni 
degli importantissimi teoremi enunciati dall’ illustre Steiner nella sua breve 
Memoria « Allgemeine Eigenschaften der algebraischtn Curven » ( Crellk , i. 47), 
mi ha condotto ad intraprendere alcune ricerche delle quali offro qui un sag- 
gio benché incompleto. Da poche proprietà di un sistema di punti in linea 
retta ho dedotto la teoria delle curve polari relative ad una data curva d’ or- 
dine qualsivoglia , la qual teoria mi si è affacciata cosi spontanea e feconda di 
conseguenze , che ho dovuto persuadermi , risiedere veramente in essa il meto- 
do più naturale per lo studio delle linee piane. Il lettore intelligente giudiche- 
rà se io mi sia apposto al vero. 

La parte che ora pubblico delle mie ricerche , è divisa in tre Sezioni. 
La prima delle quali non presenta per sé molta novità, ma ho credulo che, 
oltre alle dottrine fondamentali costituenti in sostanza il metodo di cui mi ser- 
vo, ili segnilo, fosse opportuno raccoglierti le più essenziali proprietà relative 
all’ intersezione ed alla descrizione delle curve, affinché il giovane lettore tro- 
vasse qui tutto ciò che é necessario alla intelligenza del mio lavoro. 

La teoria delle curve polari costituisce la seconda Sezione, nella quale 
svolgo e dimostro con metodo geometrico , semplice ed uniforme , non solo i 
teoremi di Steiner , eh’ egli aveva enunciati senza prove , ma moltissimi altri 
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ancora , in parte nuovi ed in parte già ottenuti dai celebri geometri Pluceeb , 
Cayley , Hesse , Ciebsch , Salioi» , col soccorso dell’ analisi al- 

gebrica. 

Da ultimo applico la teoria generale alle curve del terz’ ordine. 

Oltre alle opere de’ geometri ora citati , mi hanno assai giovato quelle 
di Macluibm, Cabhot, Pokcelet , CtiASi.es, Homuiea , Monti s, JoUQUIÌEES , 
Biscuoff ecc., allo studio delle quali £ da attribuirsi quanto v’Iia di buono 
nel mio lavoro. Io sarò lietissimo se questo potrà contribuire a diffondere in 
Italia I’ amore per le speculazioni di geometria razionale. 
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SEZIONE I. 

PRINCIPI! FONDAMENTALI. 


Art. 1. Del rapporto «inarmonico. 


col punto 


i. in uua iena sidiiu udii laudili u punii a , u , e 3 u j i pu 

terminano col punto e due segmenti , il cui rapporto i , e 

co 

due altri segmenti , il rapporto de’ quali è — . Il quoziente dei due rap- 
ai 


porli , 


ac ad 
: di 


dicesi rapporto anarmonico (*) de’ quattro punti a, b , c , d e si indica col 
simbolo | abed ) (**). Mutando 1’ ordine , nel quale i punti dati sono presi in 
considerazione , si hanno ventiquattro rapporti enarmonici , quante sono le per- 
mutazioni ili quattro cose. Ma siccome : 


ac ad _ bd bc _ ca cb _ db da 

cb db da ca ad bd bc ac ’ 

ossia: 

( abed ) = ( bade ) = ( edab ) = ( deba ) , 

cosi que' ventiquattro rapporti anarmonici sono a quattro a quattro eguali fra 
loro. Ossia, fra essi, sei soli sono essenzialmente diversi: tali sono i se- 
guenti : 

( abed ) , ( aedb ) , ( adbc ) , 

I ) ( abdc ) , ( aebd ) , ( adeb ) . 

Si ha poi : 

( oc ad \ / ad ac \ _ 

cb db ) V db cb ) ’ 

ossia : 

| abed ) ( abdc ) = 1 , 


•*) Cbasiks, Aperta historique tur /'origine et le développemerU de » mèthodes en yéométrie 
; pronti* 1 I’ Acadlmie de Bruirti** «>n Jaavier 1830). Bruxelles 1837, pag. 34. 

**• Monti* , Dcr bartfeentrisehe Calcai, Leipzig 1827 , pag. 244 e seg. — Witucnbl, Gmnd/i- 
nien der neurren Geometrie, l.cipzig 1858, pag. 21 e srg. 
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ed analogamente : 

( acdb ) ( acbd ) = 1 , 

{ adbc j ( adeb ) = I , 

ossia i sei rapporti aoarnionici 1) sono a due a due reciproci. Chiamati fon- 
damentali i tre rapporti 

( abcd ) , ( acdb ) , ( adbc ) , 


gli altri tre sono i valori reciproci de’ precedenti. 

Fra quattro punti a , b , c , d in linea retta ha luogo , con)' è noto , la 
relazione : 

bc . ad -+■ co . bd ■+■ ab . c d — 0 , 

dalla quale si ricava: 

ca bd ab cd _ 

Ac ad bc ad 


ossia : ( abcd ) -+■ ( acbd ) — 1 , 

e cosi pure ; ( acdb ) -t- ( adcb ) = 1 , 

( adbc ) ( abdc ) — 1 ; 

* C 

cioè i sei rapporti anarmonici 1), presi a due a due, danno una somma egua- 
le all' unità ( rapporti anarmonici complementari ). 

Dalle precedenti relazioni segue che , dato uno de’ sei rapporti aoarmoni- 
ci 1 ), gli altri cinque sono determinali. Infatti, posto ( abcd) — X, il rap- 
porto reciproco è ( abdc ) = . I rapporti complementari di questi due sono 

| acbd ) — I — ^ ( adbc ) = — - — . Ed i rapporti reciproci degli ultimi 

due sono ( acdb ) — — — , ( adcA ) = — — . 


2. Congiungansi i dati punti a, A, c, d ad un arbitrario punto a situa- 
lo fuori della retta ab.... ( fig. 1.“ ), cioè formisi un fascio o(a , A , c , d) 
di quattro rette che passino rispettivamente per a, b, c, d e tutte concorra- 
no nel centro o. I triangoli aoc, cob danno: 

ac ao scn aoc 

cA Ao seti cob 


Similmente dai triangoli aod , dob si ricava: 


epperò : 


ad ao sen aod 

db bo sen dob ' 

ac ad sen aoc sen aod 

cb db sen cob sen dob 
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ovvero, indicando con A, B, C, 0 le quattro direzioni o(a, b, c, d) e 
con AC, CB,... gli angoli da esse compresi: 

oc ad _ sen AC sen ,10 

cb db sen CB sen DB ' 

eguaglianza che scriveremo simbolicamente cosi : 

. ( abcd ) = sen ( ABCD ). 

All' espressione del secondo membro di quest’ equazione si dà il nome di 
rapporto anarmonico delle quattro rette A , B, C, 0. Dunque: il rappor- 
to a n armonico di quattro rette A , B , C, D concorrenti in un 
centro o è eguale al rapporto anarmonico de’ quattro punti 
a, 6, e, d in cui esse sono incontrate da una trasversale. Per 
conseguenza, se le quattro rette A , B, C, I) sono segate da un’altra trasver- 
sale in a , A’, c', et, il rapporto anarmonico di questi nuovi punti sarà egua- 
le a quello de’ primi a, b, c, d. E cosi pure , se i punti a, b , c , d ven- 
gono’ uniti ad un altro centro o mediante quattro rette A‘, B,C, 0', il rap- 
porto anarmonico di queste sarà eguale a quello delle quattro A , B, C, 0. 

3. Dati quattro punti a,b,c,d in linea retta e tre altri punti a’,b',e' 
in tm’ altra retta, esiste in questa un solo e determinato punto d' , tale 
che sia : 

( a'b'c'd' ) — ( abed ). 

Ciò riesce evidente , osservando che il segmento a'b' de?’ esser diviso dal 
punto d‘ in modo che si abbia : 

a'd' _ / ad ac \ a V 

d'b' V db cb ì c'b' 

Donde segue che, se i punti aa' coincidono ( fig. 2.* ) , te rette bb', cc, 
dd concorreranno in uno stesso punto o. 

Analogamente: dati due fasci di quattro rette ABCD, A'B' CD', i centri 
de’ quali siano o , o', ed i rapporti anarmonici 

sen [ABCD ) , sen | A BCD' ) 

siano eguali, se i raggi A A' coincidono in una retta unica ( passante per o e 
per o' ) , i tre punti BB', CC, DD' sono in linea retta. 

Dati quattro punti a, b, c, d in una retta ed altri quattro punti a’,b', 
e’, d' in una seconda retta (fig. 3.'), se i rapporti anarmonici (abcd), 
( a'b’c'd' ) sono eguali, anche i due fasci di quattro rette a(a'b'c'd'), a' (abcd ) 
avranno eguali rapporti anarmonici ( 2 ). Ma in questi due fasci i raggi corri- 
spondenti aa', a' a coincidono; dunque i tre punti (ab, ab), (ac', ac), 
( ad', a'd ) sono in linea retta. Questa proprietà offre una semplice regola per 
costruire il punto d' , quando siano dati abcd, a'b'c'. 

Ed in modo somigliante si risolve I’ analogo problema rispetto a due fa- 
sci di quattro rette. 

4. Quattro punti a, b, c, d in linea retta diconsi armonici quando sia: 

(abcd) = - 1, 
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cppcrò anche : 

(bade) = ( edab) = ( deba ) = ( abdc) = ( baci) = ( cdba) — ( dcab ] = — I . 
I pumi a, b e così pure e, d diconsi coniugali fra loro (*). 


ad 

Se il punto d si allontana a distanza infinita, il rapportò tia per 

db 


limite — I ; quindi dall’ equazione ( abed ) =: — 1 si ha = 1 , ossia e è 

cb 

il punto di mezzo del segmento ab. 

La relazione armonica ( abed ) = — 1 , ossia 


oc ad 

cb db 

mostra che uno de 9 punti c, d , per esempio c, è situalo fra a e è, mentre 
P altro punto d è fuori del segmento finito ab. Laonde, se a coincide con b , 
anche c coincide con essi. E dalla stessa relazione segue che , se a coincide 
con c, anche d coincide con a. 

La relazione armonica individua uno de' quattro punti, quando sian dati 
gli altri tre. Ma se questi sono coincidenti , il quarto riesce indeterminato. 

Analogamente: quattro rette A , B , C, D , concorrenti in un punto, di- 
consi armoniche , quando si abbia : 

sen ( ABCD ) = — 1 , 

cioè quando esse siano incoutrate da una trasversale qualunque in quattro 
punti armonici. 

6. Sia dato ( fig. 4. a ) un quadrilatero completo , ossia il sistema di 
quattro rette seganlisi a due a due in sei punti a , 6 , c , a 6', c'. Le tre 
diagonali aa bb' f cc formano un triangolo afiy. Sia x il punto coniugato ar- 
monico di fi rispetto a c, c' e sia y il coniugato armonico di y rispetto a 
b , b'. La retta coniugata armonica di aa' rispetto alle acb' , ac’b ed anche la 
retta coniugata armonica di a! a rispetto alte abc t a'b'c * dovranno passare per 
x e per y. Dunque questi punti coincidono insieme con a, punto comune al- 
le bb’ , cc[. Donde segue che ciascuna diagonale è divisa armonicamente dalle 
alti e due. 

Di qui una semplice regola per costruire uno de’ quattro punti armonici 
a, y , 6, b r , quando siano dati gli altri tre. 

Una somigliante proprietà appartiene al quadrangolo completo ( sistema di 
quattro punti situati a due a due in sei rette ) e dà luogo alla costruzione di 
un fascio armonico di quattro rette. 

6. Quattro punti m t , , m- , m 4 in linea retta, riferiti ad nn punto o 

della retta medesima, siano rappresentati dall’ equazione di quarto grado: 

2) .4 . òm* •+* AB . óm 3 ■+• 6C. orn* «+• 4D . om E zz 0 , 

cioè siano om, , om i , om^ , ©m t le radici dell* equazione medesima. 


(*) Il punto 6 dicchi coniugato armonico «lì a rialto ai due c, d, «e. 
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Se il rapporto anarmonico ( ) è eguale a — 1, si avrà: 

m,m 3 . m i m ì -4- m^m 3 . m^m, — 0 , 

ovvero, sostituendo ai segmenti le differenze om^ om { 9 . . . ed 

avendo riguardo alle note relazioni fra i coefficienti e le radici di un’ equa- 
zione : 

A ( om, . om. 3 -4- om 3 . om 4 ) — *2 C — 0 . 

Analogamente: le equazioni = — 1 , ( ) = — 1 danno : 

A ( om, . om 3 om i . om a ) — 2(7 — 0 , 

A ( om, . om i ■+■ om l . om 3 ) — 2(7 = 0 . 

Moltiplicando fra loro queste tre equazioni si otterrà la condizione neces- 
saria e sufficiente, affinchè uno de’ tre sistemi ( m,w v m 3 m 4 ) , (m,m 3 m ( mj), 
( m ( tR i m s m 3 ) sia armonico. Il risultato è simmetrico rispetto ai segmenti om, , 
om i3 om 3 , om t , epperò si potrà esprimere coi soli coefficienti dell'equazio- 
ne 2). Si ottiene cosi : 

ACE + ÌBCD - AD 4 - EH 1 - = 0 

come condizione perchè i. punti rappresentati dalla data equazione 2) , presi in 
alcuno degli ordini possibili , formino un sistema armonico (*). 

Aht. il. Projetthilà dello piinlenciate e delle Bielle. 

7. Chiameremo punteggiala la serie de’ punti situati in una stessa retta, 
e fascio di rette o stella la serie delle rette ( situate in un piano ) passanti 
per uno stesso punto ( centro della stella ) ( # *). Le punteggiate e le stelle si 
designeranno col nome comune di forme geometriche. Per elementi di una for- 
ma geometrica intendami i punti o le rette costituenti la punteggiata o la 
stella che si considera. 

Due forme geometriche si diranno projettive quando 
fra i loro elementi esista tale relazione, che a ciascun 
elemento della prima corrisponda un solo e determinalo 
elemento della seconda ed a ciascun elemento di questa cor- 
risponda un solo e determinato elemento della prima (***). 

Per esempio : se una stella vien segala da una trasversale arbitraria , i 
punti d' intersezione formano una punteggiata projctliva alla stella. 

Dalla precedente definizione segue evidentemente che due forme projettive 
ad una terza sono projettive fra loro. 

8. Consideriamo due rette punteggiate. Se i è un punto fisso della prima 
retta , un punto qualunque m della medesima sarà individuato dal segmento 
tm; ed analogamente , un punto qualunque m' della seconda retta sarà indi- 
viduato dal segmento j'm', ove f sia un punto fisso della stessa retta. Se le 


(*) S* mo* , Lettoni introductory to thè modem high ex algebra, Doblm 1849, |*. 100. 

(••i Bkllavitis , Geometrìa descrittiva ‘ Padova issi, p. 75. 

(***> Cnadles, Principe de corre spandane* en tre deus objeti variabtes ete. (Compiei ren- 
dns de 1‘ Acati, de Frante, 24 dicembre 1855 ). 
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due punteggiale sono projetlivc c se m , m sono punti corrispondenti , fra i 
segmenti atri luogo una relazione, la (piale, in virtù della defini- 

zione della projettivilà , non piti) essere che della forma seguente : 


1 ) 


* . tm . jm •+- X . im ■+■ p . fm ■+■ r — 0 . 


ove x, X, ji , r sono coefficienti costanti. Quest'equazione può essere sempli- 
ficata, determinando convenientemente le origini i, j. Sia i quel punto della 
prima punteggiala , il cui corrispondente è all’ infinito nella seconda retta : ad 
ini “ 0 dovrò corrispondere jm — oo , quindi n — 0. Cosi se supponiamo che 
j sia quel punto della seconda punteggiala , a cui corrisponde il punto all' in- 
finito della prima, sarà X — 0. Perciò I’ equazione t) assume la forma: 


2 ) 


./in =4, 


ove k è una costante. 

Siano a, 4, e, d quattro punti delia 


corrispondenti nella seconda. Dalla 2) abbiamo : 


prima retta; d, 4’, c, d' i loro 


quindi : 


}t> = — . J‘ = 

■a tc 


ac = — 


Analoghe espressioni si ottengono per c'b', ad', d b', e per conseguenza : 


cioè : 


ac ad ac ad 

cb' db' cb db * 


( a'b'c'd' ) = ( abed ). 


Abbiansi ora una stella ed una punteggiala, proiettive. Segando la stella 
con una trasversale arbitraria si ha una nuova punteggiata , che è proietti- 
va alla stella, e quindi proiettiva anche alla punteggiata data ( 7 ). Sia- 
no a, b, c, d quattro punti della punteggiata data, A , li , C , D i corri- 
spondenti raggi della stella ed a, b', c , d i plinti in cui questi raggi sono 

incontrati dalla trasversale. Avremo: * 


Ma si ha anche ( 2 ) : 
dunque : 


( a'b'c'd' ) = ( abed ). 

| a'b'c'd' ) = sen ( A BCD ) . 
( abed ) = sen ( MÌCI) ). 


Da ultimo, siano date due stelle proiettive: segandole con due trasver- 
sali ( o anche con una sola ) si avranno due punteggiate , rispettivamente pro- 
iettive alle stelle, epperò proiettive fra loro. Siano A , B , C , I) quattro rag- 
gi della prima stella; A’, lì, C, lì i quattro corrispondenti raggi della 
seconda; a, b, c, d ed a, b', c , d i quattro punti in cui questi raggi sono 
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incontrali dalle rispettive trasversali. A cagione della projetlività delle due 
punteggiate abbiamo: 

( a'b'c'd' ) s ( abai ). 

Ma si ha inoltre ( 2 ) : 

( o'AVd' ) = seo ( ABC Ù ) , ( abcd ) = sen ( ANCO ) , 

dunque : 

sen { ABCD ) = sen ( ABCD ). 

Concludiamo che: date due forme projettive, il rapporto 
enarmonico di quattro elementi quali si vogliauo dell' una 
è eguale al rapporto anarinoiiico de’ quattro corrisponden- 
ti elementi dell'altra. 

Da ciò consegue che, nello stabilire la projetlività fra due forme geo- 
metriche , si ponno assumere ad arbitrio Ire coppie d’ elementi corrispondenti , 
per e$. ad , bb , cc. Allora, per ogni altro clciucuto m dell’ima forma, il 
corrispondente elemento rn' dell’ altra sarà individualo dalla condizione del- 
I’ eguaglianza de’ rapporti anarmonici (db'c'm), (abem). 

9. Supponiamo che due rette punteggiale projcltire vengano sovrapposte 
P una all’ altra; ossia imaginiamo due punteggiale projettive sopra una medesima 
retta , quali a cagicn d’ esempio si ottengono segando con una sola trasversale 
due stelle projettire. La projetlività delle due punteggiate è rappresentala dal- 
I’ equazione 2) : 

im . fra ~ k. 

Per mezzo di essa cerchiamo se vi sia alcun punto m che coincida rol suo 
corrispondente m. 

Se le due punteggiale s’ imaginano generale dal movimento simultaneo 
de’ punti corrispondenti m, m, b evidente che questi due punti si moveranno 
nello stesso senso o in sensi opposti, secondo che la costante k sia neg’ativa 
o positiva. 

Sia k > 0. In questo caso è manifesto che si può prendere sul prolun- 
gamento del segmento fi... un punto e tale che si abbia ie.je — k. E se 
si prenderà sul prolungamento di if... un punto f, che sia distante da f 
quanto e da i , sarà if.j'f—k. Cioè i punti r, f, considerali come apparte- 
nenti ad una delle due punteggiate , coincidono coi rispettivi corrispondenti. 

Ora sia k — — A*. I punti m , tu' non potranno , in questo caso , coin- 
cidere che entro il segmento if. Si tratta aduuque di dividere questo segmento 
in due parli im , mf , il rettangolo delle quali sia AL Quindi, se 2A < i/, vi 
saranno due punti e, f sodisfacenti alla questione: essi sono i piedi delle ordinate 
perpendicolari ad if ed eguali ad A, del semicircolo che ha per diametro if. 
Se 2A = if, non vi sarà che il punto medio di if che coincida col proprio 
corrispondente. l)a ultimo, se ìh>if, la quistionc non ammette soluzio- 
ne realt. 

Concludiamo. ^.che due punteggiate projettive sovrapposte hanno 
due punii eewevMw ( reali , imaginari o coincidenti), equidistanti 
dal punto medio del segmento if. 

Che i punii comuni dovessero essere al più due si poteva prevedere an- 
che da ciò che , se due punteggiate projettive sovrapposte hanno tre punti 

2 
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coincidenti coi rispettivi corrispondenti, esse sono identiche. Infitti, se ( abrm ) 
= ( abcm ) , il punto m coincide con m. 

Se e, f sono i punti comuni di due punteggiale projettive sovrapposte, 
nelle quali ad, bb' siano due coppie di punti corrispondenti , si avrà I’ egua- 
glianza de’ rapporti inarmonici : 

( abcf) = ( a'b'ef), 

che si può scrivere cosi : 

( ad ef) = ( bb'ef), 

donde si ricava che il rapporto anarmonico ( adef ) f cattante, qua- 
lunque sia la coppia ad. 

10. Siaoo date due stelle proiettive, aventi lo stesso centro. Segandole 
con una trasversale, otterremo in questa due punteggiate proiettive: due pun- 
ti corrispondenti m , tri sono le intersezioni della trasversale con due raggi 
corrispondenti M, M' delle due stelle. Siano e , f i pun/t comuni delle due 
punteggiate. Siccome i plinti e, f della prima punteggiata coincidono coi loro 
corrispondenti e\ f della seconda, così anche i raggi £, F della prima stel- 
la coincideranno rispettivamente coi raggi E, E che ad essi corrispondono 
nella seconda stella. Dunque , due stelle projettivc concentriche hanno due rag- 
gi comuni { reali , imaginari o coincidenti ) , cioè due raggi , ciascun de’ qua- 
li è il corrispondente di sA stesso. 

Art. III. Teoria de* emiri armonici. 


11. Sopra ima retta siano dati n punti a l a. i ...a r< ed un polo o. Sia 
poi m un punto della retta medesima , tale che la somma dei prodotti degli n 


rapporti — ° , presi ad r ad r , sia nulla. Esprimendo questa somma col sirobo- 
oa 

lo 2 ( — ) * il punto m sarà determinato per mezzo della equazione : 

\ oa /r 

1 ) 2 ( — ) = 0 . 

\ oa /r 

che , per 1’ identità ma = oa — Om , può anche scriversi : 

*> 2 ( — — ) = o, 

V om oa fr 

ossia sviluppando : 

■>tKiy-t , .K=ro.*KKir^— 


ove il simbolo |^J esprime il numero delle combinazioni di n cose prese 
ad r ad r. 

L’ equazione 3), del grado r rispetto ad om , dà r posizioni pel punto m: 
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(ali r pumi ni'tnj . . . m, si chiameranno (*) centri armonici , del grado r , 
del dato sistema di punti a,^ . . . a„ rispetto al polo o. 

Quando r = I , si ha un solo punto m , che è stato considerato da 
Poncrirr sotto il nome di centro delle medie armoniche (**). 

Se inoltre è n = 2 , il punto m diviene il coniugato armonico di o ri- 
spetto ai due a,a 4 ( 4 ). 

12. Se l’equazione 1) si moltiplica per oa, . oo^ . . . oa„ e si divide per 
ma, . ma., . . . ma,, , essa si muta evidentemente in quest’ altra : 


*) 


2 



= 0 , 


donde si raccoglie: 

Se m è un centro armonico, del grado r, del dato sistema di 
punti rispetto al polo o, viceversa o è un centro armonico, del 
grado n — r, del medesimo sistema rispetto al polo ni. 

13. Essendo m,»^. .. m r gli r punti che sodisfanno all’ equazione 3) , sia fi 
il loro centro armonico di primo grado rispetto al polo o ; avremo I’ equa- 
zione : 


— \ - 

V 0 (i om / 1 


analoga alla 2) , ossia sviluppando : 



r 

/ i \ 



= 2( — ) . 



V om /i 

Ma, in virili della 3), 

è: 



_/ 1 \ 

r / 1 \ 


— ) 



\om / 1 

i n \ oa / 

dunque : 


n 

/ 1 \ 



= 2( — ) , 


0(i 

\oa/i 

ossia : 


1 1 

i \ 


2( — 

) = 0. 


V o/t 

oa / 1 


Ciò significa che (i è il centro armonico, di primo grado, del dato sistema 
di punti a,aj . . . a„ rispetto al polo o. 

Indicando ora con fi uno de’ tlue centri armonici, di secondo grado, del 
sistema m,»L j ...m r rispetto al polo o, avremo l'equazione analoga alla 2): 



(*) Jokqpikim, S# émoirt sur la Ikéorit dei pdlet et polatret eie. (Journal de U Liooth.lv. 
soni 18». p ise ). 

■**) .VCmoire tur Ut eenlret dei moyenMt harwdiniquei (Giornale di cmllì, t. 3, Berli- 
no tesi, p. m i. ' 


Digitized by Google 



12 


ossia, sviluppando: 
r(r-l)/ 1 


(±) ! _ (r _,,J L 2 (JL) _ 2 (JL) — ©. 

\ Ofi / Q(i \ om / 1 \ om /»2 

Ma, in virtù della 3), si ha: 

2 (_U =^- 2 (±) ,*(!-) 

\om/i n V ofl / 1 V om / * n ( n — 1 ) ‘‘x oa / * ’ 


onde costituendo tie verrà: 


vale a dire: 


n{ ~, n (— 2 (—) +l(— )*=«, 

2 v 0(i / ou \ oa / 1 v oa /* 

Z (“ — ) 


dunque f‘ è un centro armonico , di secondo grado , del sistema n . u, ...a„ 
rispetto al polo o. 

Lo stesso risultato si ottiene continuando a rappresentare con fi un cen- 
tro armonico , del terzo , quarto (r — t grado , del sistema 

m,»)., . . . m, rispetto al polo o. Dunque : 

Se ni l m i ,..ei r sono i centri armonici, di grado r, del dato 
sistema a,a^...a„ rispetto al polo o, i centri armonici, di grado 
s (*<r),del sistema rispetto al polo o sono anche 

i centri armonici, del grado s, del sistema dato rispetto allo 
stesso polo o. 

14. Se m è un centro armonico, del grado n— 1, del dato sistema 
a l a i ...a N rispetto ài polo o, si avrà l'equazione 4) nella quale sia posto 
r = n — t . Vi s’introduca un arbitrario punto i (della retta data) mediante 
le note identità oa = oi-t-io, mo = ia — im, onde si avrà: 



ossia , sviluppando : 

5) ini ' ( n . oi-t-S(ia), ) — im" 2 {(n— l)oiS(io), -r-2 Elia)*} 

-rim" 3 f (n— 2) oi I( io )j-t- 3 2(in), } ...-e( — l) n—l j o*2(ia)«_, -t-»2(ia),, }=0. 

Siano i centri armonici, di grado n — 1 , del dato siste- 

ma rispetto al polo o , cioè i punti che sodisfanno alla 5) ; si avrà : 


2 (im ) r 


(w — r)oiS(ia) r -t-(r-t-l )£(ia) f+l 
n . oi -t- 2 (io), 
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Ora sia p uno de’ cenlri armonici , del grado n — 2 , del sistema 
rispetto ad un punto o ( della rolla data ) ; avremo analogamente alla 5) : 

fu' J j (n — 1 ) o'f-t-S(fm), ] — fu" *{ (» — S )o'f 2(im),-t-2 2(fm), } 

l)" -s {o'f 2(im n— t )S(fm )„_, | = 0. 

In questa equazione posto per 2(im), il valore antecedentemente scritto, si 
ottiene: 

oi . o'iinfn— l)f/i" (n— l)(n— 2)f/s' 5 2(fa),-t-(n— 2)(n— 3)i(«" -4 2(ffl) J ... j 

-Hoi-t-oi) ( (n — l)i/i 2(/a)| — 2 (n — 2)fu 2(fa) s -r-3(n — 3 J tu 2|ia| 1 ...| 

-t- 1 1 . *V* 2( fa ),- 2 . 3 1(ia; 3 -t-3 . 4 2( fa),. . . j = 0 ; 

il qual risultato, essendo simmetrico rispetto ad 0 , 0 , significa che: 

Se sono i centri armonici, di grado n — 1, del sistema 

a,a j ...a a rispetto al polo 0 , c se m sono i cenlri armonici, di 
grado n — 1 , dello stesso sistema a,a, . . . a„ rispetto ad un altro polo 0 ' ; 
i centri armonici, del grado n — 2, del sistema .. . m„_ ( rispetto 

al polo 0 ' coincidono coi cenlri armonici , del grado n — 2 , dei sistema 
m'jin',. . . m'„_, rispetto al uplo 0 . 

Questo teorema, ripetuto successivamente, può essere esteso ai centri 
armonici di grado qualunque , e allora s’ enuncia cosi : 

Se fn,m 1 ...m r sono i centri armonici, di grado r, del siste- 
ma dato a,a 4 . . . a„ rispetto al polo 0 , e se >»’ ,m’ s . . . m r , sono i 
centri armonici, di grado r', dello stesso sistema dato rispetto 
ad un altro polo 0 ', i centri armonici, di grado r -t- r — n, del si- 
stema m l m. I ...m r rispetto al polo o coincidono coi centri armo- 
nici, di grado r-t-r’ — n, del sistema m’im', . .. . m' r , rispetto al 
polo 0 . 

15. Se m e p sono rispettivamente i cenlri armonici, di primo grado, 
dei sistemi 0 , 0 , ... a, cd a.a. . . . a„ , rispetto al polo 0 , si avrà: 

n_l 1 1 

orti oo ( oa.y oa„ 

n — 1 _ 1 1 1 

ou 00 , 00 - oa, 1 

Si supponga u coincidente con a, : in tal caso le due equazioni precedenti , 
paragonale fra loro , danno om — ou. Dunque : 

Se a, è il centro armonico, di primo grado, del sistema di 
punti a^i ;) ...an rispetto al polo 0 , il punto a, è anche il centro 
armonico, di primo grado, del sistema a^.-.a,, rispetto allo stes- 
so polo. 

16. Fin qui abbiamo tacitamente supposto che i dati punti a,a ; ...a„ 
fossero distinti, ciascuno dai restanti. Suppongasi ora che r punti a^a„_ l ...a„_ r+l 
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coincidano in un solo , che denoteremo con a„. Allora , se nella equazione 5) 
si assume a„ in luogo dell’origine arbitraria i, risulta evidentemente : 

2 (io), = 0 , 2 ( tea ) n I — o 2 (io )n_r+, = 0, 

onde 1’ equazione 5) riesce divisibile per a,|m' ' , cioè r — 1 centri armonici 
del grado n — 1 cadono in a„ , e ciò qualunque sia il polo o. Ne segue inol- 
tre, avuto riguardo al teorema (13), che in a 0 cadono r — 2 centri armo- 
nici di grado n — 2 ; r — 3 centri armonici di grado n — 3 , . . . ed nn cen- 
tro armonico di grado n — r •+■ 1. 

1 7. L’ equazione 3) moltiplicata per dm r e per ( — 1 ) r oa, . oo s . . . oa„ 
d iviene : 


6) om r 2(oa)^j.— (n— r-t-l)o m r_l 2(oa),_ r+) - 


( n-r-s-2)(n- r-t-l ) 

- j — om - 2|oa) 


-(—»>• 


n(n— 1 |...(n — r-+- 1 ] 
1 . 2 . . . r 


2(oa )„ = 0. 


Suppongo ora che il polo o coincida, insieme con a,a,_, .. . a„_, 4 . ( , in 
un unico punto. Allora si ha: 


2(oa), = 0, 2(oa),_, = 0 , . . . S(oa )»_,+, = 0 ; 

quindi I’ equazione che precede riesce divisibile per om ‘ , ossia il polo o lien 
luogo di i centri armonici di grado qualunque. Gli altri r — s centri armoni- 
ci, di grado r, sono dati dall’ equazione: 

2(oa)„_ r — (n — r-r-1 (òrti™ -1 X(oa),_^., 


In— r-*-2)(«— r-a-t, 

1 om 

1 . 2 


2|oul 


. = 0 , 


ove le somme 2(oa) contengono solamente i punti a l a i ...a„_ t . Dunque, gli 
altri r — s punti m , che insieme ad o preso s volte costituiscono ■ centri ar- 
monici, di grado r, del sistema a,Oj...a„ rispetto al polo o, sono i centri 
armonici, di grado r — s , del sistema a, a.,. rispetto allo stesso polo o. 

Si noti poi che , per s = r I , I’ ultima equazione è sodisfatta iden- 
ticamente , qualunque sia m. Cioè , se r -l- 1 punti n ed il polo o coincidono 
insieme, i centri armonici del grado r riescono indeterminati, onde potrà as- 
sumersi come tale un punto qualunque della retta a,^ . . . 

18. Abbiasi, come sopra ( 11 ), in una retta R ( fig. 5.*) un siste- 
ma di n punti 0 , 0 -.-. a» ed un polo o; sia inoltre m un centro armonico 

di grado r, onde fra i segmenti ma, oa sussisterà la relazione 1 ). Assunto 

un punto arbitrario c fuori di J) c di esso tirate le rette ai punti o , a , m , 

seghinsi queste con lina trasversale qualunque R' nei punti o', a', m' . Allora 
si avrà : 


ma ma 

ca ca 


sen cm a' 
sen cam ’ 
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ed analogamente : 

oa 

od 

sen co'a 


ca 

cd 

sen eoa 

donde si ricava : 




ma 

ma' 


sen Ca m' sen cma 

oa 

oa 


sen co'd sen eoa 


Il secondo membro di questa equazione non varia, mutando i pumi a, a', 
quindi avremo: 

•ma, nuij ma,, m'a'i m'a' 4 m'a’ N 

oa, oci} oa„ o a , o a\ o'd n • 

.. .... ,, ma 

Siccome poi la relazione 1) è omogenea rispetto, alle quantità — , cosi se 

oa 

ne dedurrà: 



cioè : 

Se m è un centro armonico , di grado r , di un dato sistema di punti 
situati in linea retta, rispetto al polo o posto nella slessa retta, 
e se tutti questi punti si proiettano, mediante raggi concorrenti in un punto 
arbitrario , sopra una trasversale qualunque , il punto m ( proiezione di m j 
sarà un centro armonico, di grado r, del sistema di punti a\ a\...à ti (pro- 
iezioni di a,a*...a tt ) rispetto al polo o ( projezione di o ). 

Questo teorema ci abilita a trasportare ad un sistema di rette concorrenti 
in un punto le definizioni ed i teoremi superiormente stabiliti per un sistema 
di punti allineati sopra una retta. 

19. Sia dato un sistema di n rette A l Af.*A* ed un'altra retta 0, 
tutte situale in uno stesso piano e passanti per un punto fisso e. Condotta 
una trasversale arbitraria R che, senza passare per e, seghi le rette date in 
a^o . . . ai ?.— si imaginino gli r centtì armonici wi 1 tn i ...m r , di grado r, 
del sistema di punti rispetto al polo o. Le rette ... 31, con- 

dotte da c ai punti m ( nij...m r si chiameranno assi armonici , di grado r, 
del dato sistema di rette A\A^. . . A n rispetto alla retta 0. 

Considerando esc/tismimen/e rette passanti per c, avranno luogo i seguenti 
teoremi , analoghi a quelli già dimostrati per un sistema di punti in linea retta. 

Se M è un asse armonico, di grado r, del dato sistema di rette A\A±... 
rispetto alla retta 0, viceversa O è un asse armonico digrado n — r , del me- 
desimo sistema , rispetto alla retta M. 

Se M r sono gli assi armonici , di grado r , del dalo siste- 
ma „ , rispetto alla retta 0,gli assi armonici, di grado s (><r), 

del sistema ■ ■ ■ M r , rispetto ad 0, sono anche gli assi armonici, del 

grado s , del sistema dalo , rispetto alla stessa- retta 0. 

Se M-ì . . • M, sono gli assi armonici , di grado r , del sistema dato 
rispetto alla retta 0 e se . . . KV> sono gli assi armo- 

nici , di grado r', dello stesso sistema dato , rispetto ad un’ altra retta 0'; 
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gli assi armonici , di grado r ■+■ r' — n , del sistema . . . M, • , rispetto alla 

retta O', coincidono cogli assi armonici , di grado r •+• r' — n , del sistema 
Jfr, rispetto alla retta 0. 

Qualunque sia la retta O, se r fra le rette date AiAf. A n coincidono 
in una sola , questa tien luogo di r — 1 assi armonici di grado n — 1 , di r — 2 
assi armonici di grado n — 2 , . . . di un asse armonico di grado n — r -t- 1 . 

Se s rette A n A n ~i • • • • coincidono fra loro c colla retta O, que- 

sta tien luogo di s assi armonici di qualunque grado, e gli altri r — s assi 
armonici, di grado r, sono gli assi armonici, di grado r — a , del sistema 
rispetto ad O. 

20. Se al n.° 18 la trasversale Ji' tien condotta pel punto o) ossia se 
la ^(ta R si fa girare intorno ad o, il teorema ivi dimostrato può essere enun- 
ciato cosi : 

Siano date n rette A\A*. . • A n concorrenti in un punto e. Se per un 
polo fisso o si conduce una trasversale arbitraria R che seghi quelle n rette 
ile' punti , i centri armonici di grado r, del sistema a l a i ... a m> ri- 
spetto al polo o, generano, ruotando R intorno ad o, r rette . . M, con- 

correnti in c. 

E dagli ultimi due teoremi (19) segue : 

Se s rette fra le date coincidono in una sola A, )9 

questa tien luogo di s— (n — r) delle rette .?/, . . . JJ, . Se inoltre Spilla 

pel polo o, essa tien luogo di $ delle rette M \ M » . . . Jf r * Le rimanenti r — s, 
fra queste rette , sono il luogo de’ centri armonici di grado r — s, (rispetto al 
polo o) de’ punti, in cui R sega le rette A\Az. • • Ans* 


A ut. IV. Teoria dell* imoluilone. 

21. Data una retta, sia o un punto fisso in essa , a un punto variabile; 
inoltre siano A*, , A a . . , A, , A s . . . quantità costanti ed u una quantità variabile. 
Ora abbiasi un'equazione della forma: 

1 ) A„ oa -h A„_, oa A 0 ■+■ o } h n oa ■+■ h », _ , oa . . h- h 0 j = 0. 

Ogni valore di u dà n valori di oa, cioè dà un gruppo di ti punti a. 
Invece, se è dato uno di questi punti, sostituendo nella 1) il dato valore di oa , 
se ne dedurrà il corrispondente valore di o, e quindi, per mezzo dell’ equa- 
zione medesima , si otterranno gli altri n — 1 valori di oa. Dunque , per ogni 
valore di o , P equazione 1 ) rappresenta un gruppo di « punti così legati fra 
loro, che uno qualunque di essi determina tutti gli altri. 11 sistema degli in- 
finiti gruppi di ri punti, corrispondenti agli infiniti valori di o, dicesi involu- 
zione del grado n (*). 

Una semplice punteggiata può considerarsi come un’ involuzione di pri- 
mo grado ( 7 ). 


(*) JoigviìMi , Généralisalion de la théorie de l’ invohdion (inali di Matematica, tomo 5.', 
Roma 1859, pjjj. SC >. 
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Un’ involuzioni; è determinala de due gruppi. Inietti , ve le equazioni : 

, —“n | «— 1 , ~~n , ““«—I 

li» oa . ..= 0, A„oa oa ...= 0 

rappresentano i due gruppi dati , ogni altro gruppo dell' involuzione sarà rap- 
presentato dalla : 

, H , N— 1 t , « , K— t . 

k„ oa -+- oa o[n H oa *+• A„_, oa ...) = 0, 

ove u sia una quantità arbitraria. 

22. Ogni qualvolta due punti a d' uno stesso gruppo coincidano in un 

solo, diremo che questo è un punto doppio dell’ involuzione. Quanti punti doppi 
Ita l’involuzione rappresentala dall’equazione 1}? La condizione che quest’e- 
quazione abbia due radici eguali si esprime eguagliando a zero il diicriminanfe 
della medesima. Questo discriminante è una funzione, del grado 2(n— l), 
de’ coefficienti dell’equazione; dunque, eguagliandolo a zero, si avrà un’equa- 
zione del grado 2(n — i ) in o. Ciò significa esservi 2(n — I ) gruppi, cia- 
scuno de’ quali contiene due punti coincidenti , ossia : 

Un’ involuzione del grado n ha 2(n — 1) punti doppi. 

23. Siano <Z|a 4 ... a„ gli n punti costituenti un dato gruppo. Il centro 

armonico m, di primo grado, di questi punti, rispetto ad un polo o preso ad 

arbitrio sulla retta data, è determinato dall’equazione: 


n 

om 



donde, avuto riguardo alla I), si trae: 


om = — n 


-t- O A, 


Quindi, il segmento compreso fra due punti m, m, centri armonici di 
due gruppi diversi , si potrà esprimere cosi : 


mm’ — om — om 


n I hjt, — M„ 1 1 " — ■»’) 
(fc, -t-oA, ) (4 , -s-b'A,) 


Siano ora m, , m a , m, , in, i centri armonici (di primo grado e relativi 
al polo o) di quattro gruppi, corrispondenti a quattro valori a, , o J( o 3 , o l 
di a ; avremo : 


( tU, 01,01-01, ) 



questo risultalo non si altera, se invece di o si assuma un altro punto; cinò 
il rapporto anarmonico dei quattro centri è indipendente dal po- 
lo o. Ne segue che la serie de’ centri armonici ( di primo grado ) di lutt’ i 
gruppi, rispetto ad un polo o, c la serie de’ centri armonici (dello stesso 
grado) de’ gruppi medesimi, rispetto ad un altro polo o, sono due punteg- 
giate proiettive. 

3 
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Per rapporto anarmonico di quattro gruppi di un’ involuzione , intende- 
remo il rapporto anarmonico de* loro centri armooici di primo grado , relativi 
ad un polo arbitrario. 

Sia m uno de* centri armonici, di grado r ( rispetto ad un polo o ) , di 
un dato gruppo dell* involuzione 1). L'equazione 6) del n.° 17, avuto riguar- 
do alla 1) del n.° 21, ci darà: 

2) om ( k r -t- uh r )-b{ n — r-+-l)om ( Ar r i i ) 


n(n— t )... |n — »••+• I ) , , , 

— ( *o "*n > — 0 » 


dunque: i centri armonici, di grado r, de* gruppi dell* involuzione 1) formano 
una nuova involuzione del grado r. Ogni valore di u dà un gruppo dell* in- 
voluzione 1) ed un gruppo dell" involuzione 2), cioè i gruppi delle due invo- 
luzioni si corrispondono tra loro ad uno ad uno. E siccome il rapporto anar- 
raonico di quattro gruppi dipende esclusivamente dai quattro corrispondenti 
valori di «, cosi il rapporto anarmonico di quattro gruppi dell'involuzione 2) 
è eguale al rapporto anarmonico de" quattro corrispondenti gruppi dell* involu- 
zione 1). La qual cosa risulta anche da ciò, die due gruppi corrispondenti 
delle due involuzioni hanno , rispetto al polo o , lo stesso centro armonico di 
primo grado (13)* 

24. Due involuzioni date sopra una stessa retta o sopra due rette diverse 
si diranno projettive , quando i centri armonici , di primo grado , de* gruppi 
dell* una , rispetto ad un polo qualunque, ed i centri armonici, di primo gra- 
do, de* gruppi dell'altra, rispetto ad un altro polo qualunque, formino due 
punteggiale projettive. Da questa definizione e da quella del rapporto anarmo- 
uico di quattro gruppi di un* involnzionc si raccoglie che: 

Date due involuzioni projettive, il rapporto anarmonico di 
quattro gruppi dell* una è eguale al rapporto anarmonico de* quat- 
tro corrispondenti gruppi dell’ altra. 

Cioè il teorema enunciato alla fine del n.° 8 comprende anche le involu- 
zioni , purché queste si riguardino quali forine geometriche , i cui clementi 
sono gruppi di punti. 

(a) Cerchiamo come si esprima la projettività di due involuzioni. 

La prima di esse si rappresenti coll'equazione 1) e la seconda con que- 
ll* altra : 


3) K,„.Oa" 

<ive A i un plinto qualunque della reità , nella quale è dala la seconda invo- 
luzione; O è l'origine de’ segmenti ili questa retta; sono coef- 

ficienti costanti. 

Supponiamo, com’ i evidentemente lecito, che ai groppi o — O, • = *, 
«ni della prima involuzione corrispondano nella seconda i gruppi #r 0, 
0 = oo, # = t. Allora, alTincW le equazioni I) c 3) rappresentino due grup- 
pi corrispondenti , è necessario e sufficiente che il rapporto anarmonico dei 
quattro gruppi o = ( 0 , oo , 1 , e ) della prima involuzione sia eguale a quello 
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ile' gruppi #,= ( 0 , oc , 1 , 0 ) della seconda, cioè dee’ essere a ~ 9. Dunque 
la seconda involuzione , a cagione della sua projettivilà colla prima , si potrà 
rappresentare cosi: 

4) K,„ . OA H- K 0 -f-o j //,„ . OA -r ... ■+• H„ j = 0. 

Le equazioni 1) e 4), per uno stesso valore di e , danno due gruppi corri- 
spondenti delle due involuzioni proiettive. Ed eliminando o fra le equazioni 
medesime si avrà la relazione che esprime il legame o la corrispondenza dei 
punti a, A. 

(b) Se ledile involuzioni sono in una stessa retta, i punti a, A si pos- 
sono riferire ad una sola e medesima origine: cioè al punto O può sostituir- 
si o. lo questo caso , si può anche domandare quante volle il punto a coincida 
con uno de' corrispoodenti punti <4. Eliminato e dalle I), 4) e posto oa in 
luogo di OA , si ha la : 

&) ( A* . oa 4- . . , -t- ) ( H m . oa +...4 ) 

— ( A„ . oa ■+■ . . . -t- h 0 ) ( K . oa -+-... -r- X 0 ) — 0 , 
equazione del grado n ■+■ m rispetto ad oa. Dunque : 

In una retta, nella quale siati date due involuzioni projcllive, 
I’ una di grado n, l’altra di grado m, esistono generalmente 
n -4- m punti, ciascun de’ quali consideralo come appartenente 
alla prima involuzione, coincide con uno de’ punti corrispondenti 
nella seconda. 

Questi si chiameranno i punti comuni alle due involuzioni. 

( c) Se I' equazione I) contenesse nel suo primo membro il fattore oa' , es- 
sa rappresenterebbe un’ involuzione del grado n , i cui gruppi avrebbero r 
punti comuni, lutti riuniti in o; ossia essa rappresenterebbe sostanzialmente 
un’ involuzione del grado » — r , a ciascun gruppo della quale i aggiunto r 
volte il punto o. In tal caso è manifesto che anche il primo membro del- 
I* equazione 5} sarà divisibile per oa' ; cioè gli n -t- m punti comuni alle due 
involuzioni proposte saranno costituiti dal punto o preso r volle e dagli m-+-n — r 
punti comuni alla seconda involuzione ( di grado m ) ed a quella di grado 
n — r, alla quale si riduce la prima, spogliandone i gruppi del punto o. 

Se inoltre i gruppi della seconda involuzione contenessero s volte il pun- 
to o , questo figurerebbe r + i volte fra i punti comuni alle due involuzioni. 

| d ) Se un gruppo della prima involuzione | per os. quello che si ha po- 
nendo o=0) contiene r volte uno stesso punto o, e se il corrispondente 
gruppo della seconda involuzione contiene s volte lo stesso punto o, ove sia 
* > r , è evidente che I’ equazione 5) conterrà nel primo membro il fattore 
oa r , cioè il punto o terrà il posto di r punti comuni alle due involuzioni. 

(e) E superfluo accennare che, per le rette concorrenti in uno stesso pun- 
to, si può stabilire una teoria dell’involuzione adatto analoga a quella suespo- 
sta pei punti di una retta. 
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86. Meritai speciale studia l' involuzione di secondo grado 0 quadratica , 
per la quale, fatto n = 2 nella I) , si ha un’equazione della forma: 

— a — a 

6| k^.oa . oa + k 0 -t-o(h i .oa -f-6, . oa ■+■ A 0 ) = 0. 


Qui ciascun gruppo è composto di due soli punti, i quali diconsi coniu- 
gata; e chiamasi punto ctntralt quello, il cui coniugato è a distanza infinita. 
Posta I’ origine o de’ segmenti nel punto centrale ed inoltre assunto il grup- 
po, al quale esso appartiene, come corrispondente ad a^zoo, dovrà essere 
6^ = 6,,= 0. Pertanto , se a , a' sono due punti coniugati qualunque , l’ equa- 
zione 6) dà : 


oa. od 


*o 

*/ 


= cosi. 


Confrontando questa equazione con quella che esprime la projettività di due 
punteggiate (9): 

ia .;V = cosi. 


si vede che I* involuzione quadratica nasce da due punteggiate projeltivc , le 
«(itali vengano sovrapposte in modo da far coincidere i punti i, j corrispon- 
denti ai punti all* infinito. Altrimenti possiam dire che due punteggiate projet- 
tive sovrapposte formano un' involuzione ( quadratica ) , quando un punto a , 
consideralo come appartenente all’ una o all’ altra punteggiata , ha per corri- 
spondente un solo c medesimo punto a'. 

Da tale proprietà si conclude che nell’ involuzione quadratica, 
il rapporto anarmonico di quattro punti ò eguale a quel- 
lo dc J loro coniugati. 

(a) Siano e,f \ dne punti doppi (22) dell'involuzione, determinati dal- 
l'eguaglianza oc = of ~ cost. ; avremo: 

( tfaa' ) = ( e fa' a ) , 


cioò il rapporto anarmonico ( tfaa' ) è eguale al suo reciproco , epperò è — — I, 
non potendo mai il rapporto anarmonico di quattro punti distinti essere egua- 
le all’unità positiva. Dunque: nell’ involuzione quadratica, i due 
p ii n li doppi c due punti coniugali qualunque formano un 
sistema armonico. 

Ne segue clic un’ involuzione di secondo grado si può considerare come 
la serie delle infinite coppie di punti ani che dividono armonicamente un dato 
segmento ef. 

(b) Due involuzioni quadratiche situale in lina stessa retta hanno un grup- 
po comune, cioè vi sono due punti a, a' tali, che il segmento aai è diviso 
armonicamente sì dai punti doppi e, f della prima, che dai punti doppi g, h 
della seconda involuzione. Infatti: sia preso un punto qualunque m nella retta 
data; siano m' ed m,, i coniugati di m nelle due involuzioni. Variando tn, i 
punti m', m,, generano due punteggiate projettive, i punti comuni delle quali 
costituiscono evidentemente il gruppo comune alle due involuzioni proposte. 
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È pure evidente eh* due involuzioni di grado eguale , ma supcriore al 
secondo, situale in una stessa retta, non avranno in generale alcun gruppo 
connine. 

26. La teoria dell’ involuzione quadratica ci servirà nel risolver* il pro- 
blema che segue. 

Se abed sono quattro punti in linea retta , abbiamo denominati fondamen- 
tali ( 1 ) i Ire rapporti anarmonici: 

( abed ) = à , ( aedb ) = — — , ( adbc ) = — - — . 

Se i primi due rapporti sono eguali fra loro , vale a dire , se : 

7) A — * - ossia A* — A ■+■ 1 =: 0 , 

si ha anche: 


À— 1 



cioè lutti c tre i rapporti anarmonici fondamentali sono eguali fra loro. 

Dati i punti abe in una retta , cerchiamo di determinare in questa un 
punto d , tale che sodisfaccia all’ eguaglianza : 

( abed ) — ( aedb ) , 

ossia : 

( abed ) — ( eabd ). 

Assunto ad arbitrio nella retta data un punto m , si determini un pun- 
to m' per modo che sia 

( abem ) = ( cairn' ). 

Variando simnllaneamente m, m generano due punteggiale proiettive, 
nelle quali ai punti a, b, e, in cori ispondotio ordinatamente e , a, b, •»'. 
Se chiamatisi d, e i punti comuni di queste punteggiate, si avrà: 

( abed ) = { eabd ) , ( abee ) — ( cabe ) , 

cioè il proposto problema è risoluto da ciascuno de’ punti d, e. 

Ora siano a , (J , y i tre punti della retta data , che rendono armonici i 
tre sistemi (A, e, a, a), (e, a, b, (9) , (a, 6, c, y) ; i due sistemi | a,b,e,y), 
{ a , e , 6 , /) ) saranno proiettivi , c siccome al punto b , consideralo come ap- 
partenente all’uno o all’altro sistema, corrispoode sempre c,cosl le Ire cop- 
pie aa , bc , fty sono in involuzione , cioè a è un punto doppio dell’ involu- 
zione quadratica determinata dalle coppie be , fly. L’altro punto doppio della 
stessa involuzione è a, poiché il segmento be è diviso armonicamente dai pun- 
ti a , a. Dunque a, a dividono armonicamente non solo bc , ma anche fty. 
Si ha perciò : 


( bcaa ) = ( (iyaa ) = — 1 , 
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ossia i sistemi |J, e, a, a), ||), j, a, s) sono proiettivi: la qual cosa 
toma a dire che le coppie aa , b § , cy sono in involuzione (*). 

Da un punto o preso ad arbitrio fuori della retta data ituagininsi condotti 
i raggi o ( a , a . b, d , c , y | e old, e), i quali lutti si seghino con una tras- 
versale parallela ad oc nei punti a', a', b\ , <x> , y, d , e'. Avremo: 

ad' 

X =: ( aedi ) = ( a' oc db' ) — , 

db 

onde la 7) diverrà : 

8) ad' 2 — od' . db' ■+■ db'* — 0. 

Essendo ( a bey ) = — 1 , si ha ( d b 1 x, y' ) = — 1 , cioè y' è il punto medio 
del segmento db'. Quindi, per le identità: ad — y'd — yd , db' = — ìy'd , 
la 8) diviene: 

9) y d — y't =3 y a . y'b ' , 

donde si ricava che y' è il punto medio del segmento d e , cioè si ha 
|dYoc/)=— J, epperù (decj) = — 1. Similmente si dimostra essere (deft^)=— I, 
f deaa ) — — 1; vale a dire d, e sono i punti doppi dell' involuzione 
la», W, cy) (**). 

Il rapporto anarmonico X è dato dall' equazione 7| , ossia è una radice 
cubica imaginaria di — 1. Per conseguenza, i quattro punti ( abed ) od 
( abee ) non possono essere lutti reali. L.' equazione 9) ha ii secondo membro 
negativo o positivo , secondo che db' siano punti reali o imaginari coniugali. 
Dunque, se i Ire punti dati a, b, c sono tutti reali, i punti de sono imagi- 
nari coniugati; ma se due de’ tre punti dati sotto imaginari coniugali, i pun- 
ti de sono reali. 

L’ equazione 8) poi mostra che , se db' — 0 , anche a d = de — 0 ; 
cioè , se due de’ punti dati coincidono in un solo , in questo cadono riuniti 
anche i punti de. 

27. Chiameremo tquianarynonko un sistema di quattro punti, i cui rap- 
porti anarmonici fondamentali siano eguali , ossia un sistema di quattro punti 
aventi per rapporti anarmonici le radici cubiche imagiuaric di — I. 

Quattro punti m l m J m.m t in lioea retta siano rappresentati (6) dall'e- 
quazione : 

10) A . om + 18 . ont -t- 6 C . om + IO . om -t- E — 0. 

Se il sistema di questi quattro punti è equianarinonico , si avrà : 

( ) , 

ovvero, sostituendo ai segmenti m,m, ,... le differenze otti, — o*,,...: 
ioni, — om.) (om,— om-j (oin 4 ~ otri,,) (om 4 — om,) -Moni.,— om-)“ toni, — om,) 4 = 0. 


i*: Staubt, Geometrie dee Lag* , NOrnbere 1847, p. 111. 

** STAI'»!, finirai]* sur Geometrie de r Lag*. Narotur* 1856 - 57 - 60 , j*. 178. 
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Sviluppando le operazioni indicale, quest’equazione si manifesta sirame- 
trica rispetto ai quattro segmenti om, onde si potrà esprimerla per mezzo dei 
soli coefficienti della IO). Kd invero, coll’aiuto delle note relazioni fra i coef- 
ficienti e le radici di un’ equazione , si trova senza difficoltà : 

AE - ABD 3C 2 = 0 , 

come condizione necessaria e sufficiente affinché i quattro punti rappresentali 
dalla I0i formino un sistema cquianarmonico (*). 

Art. V. Definizioni relativo alle linee piane. 

28. Una linea piana può considerarsi generata dal movimento di un 
punto o dal movimento di una retta : nel primo caso , essa è il luogo di tut- 
te le posizioni del punto mobile; nel secondo, essa è V inviluppo delle posi- 
zioni della retta mobile (**). 

Una retta , considerala come luogo de’ punti situati in essa , è il più 
semplice esempio della linea-luogo. 

Un punto, riguardato come inviluppo di tutte le rette incrociantisi in 
esso, è il caso più semplice della linea-inviluppo. 

Un luogo dicesi dell' ordine n , se una retta qualunque lo incontra in n 
punti (reali, imaginari, distinti o coincidenti). Il luogo di primo ordine è la 
retta. Un sistema di r» rette è un luogo dell’ordine n. Due luoghi, i cui or- 
dini siano rispettivamente n, n' formano insieme un luogo dell' ordine n + n'. 

Un luogo dell’ordine n non può, in virtù della sua definizione, essere 
incontralo da una rotta in più di n punti. Dunque, se un tal luogo avesse 
con una retta più di r» punti comuni, questa sarebbe parte di quello, cioè 
luti’ i punti della retta apparterebbero al luogo. 

Una linea curva di dato ordine si dira semplice , quando non sia compo- 
sta di linee d’ ordine inferiore. 

Un inviluppo dicesi della classe n, se per un punto qualunque passano n 
posizioni della retta inviluppante, ossia n rette tangenti (reali, iuiaginarie, 
distinte o coincidenti ). L* inviluppo di prima classe è il punto. Un sistema 
di n punti è un inviluppo della classe n. Due inviluppi , le cui classi siano 
n , n', costituiscono , presi insieme , un inviluppo della classe n •+■ n. 

Se ad un inviluppo della classe n arrivano più di n tangenti da uno 
stesso punto, questo appartiene necessariamente a quell’inviluppo, cioè tutte 
le rette condotte pel punto sono tangenti dell’ inviluppo medesimo. 

Una curva-inviluppo di data classe si dirà semplice , quando non sia com- 
posta di inviluppi di classe minore. 

29. Consideriamo una curva-luogo dell’ ordine n. Se a è mia posizione 
del punto generatore , ossia un punto della enrva , la retta A che passa per 
a e per la successiva posizione del punto mobile è h tangente alla curva in 
quel punto. Cioè, la curva luogo delle posizioni di un punto mobile è anche 


»*) Painyin , Équation da rapporti anharmoniqua eie. ( Nou«tl(r$ Annate* de Malhlmaliqne*, 
t. 19, Parli IMO, p. 412 . 

(**i PvOckkr , Theorie der atgcùraischen Curven, Bonn 1839, p. 300. 


/ 
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P inviluppo delle rette congiungenti fra loro le successive posizioni del punto 
medesimo. 

Nel punto di contatto a la curva ha colla tangente A due punti comuni 
( contatto bipunto ) ; quindi le due linee avranno , in generale , altri n — 2 
punti d’ intersecazione. Se due di questi n — 2 punti coincidono in un soloò, 
la retta A sarà tangente alla curva anche in b. In tal caso , la retta A dice- 
si tangente doppia ; a e 6 sono i due punti di contatto (*). 

Invece, se una delle n — 2 intersezioni s'avvicina infinitamente ad a, la 
retta A avrà ivi un contatto tripunto colla curva. In tal caso, la retta A dicesi 
tangente stazionaria , perchè , se indichiamo con a , a , a" i tre punti infini- 
tamente vicini che costituiscono il contatto , essa rappresenta due tangenti suc- 
cessive ad, a a" ; e può anche dirsi eh’ essa sia una tangente doppia , i cui 
punti di contatto a, d sono infinitamente vicini. Ovvero: se la curva si sup- 
pone generata dal movimento di lina retta, quando questa arriva nella posizio- 
ne A cessa di molare in un senso, si arresta e poi comincia a ruotare nel 
senso opposto. 11 punto di contatto a della curva colla tangente stazionaria 
chiamasi flesso, perchè ivi la retta A tocca e sega la curva, onde questa 
passa dall’ una all’ altra banda della retta medesima. 

30. Consideriamo ora una curva-inviluppo della classe m. Se A è una 
posizione della retta generatrice , cioè una tangente della curva , il punto a 
ove A è incontrata dalla tangente successiva ^ è il punto in cui la retta A toc- 
ca la curva. Quindi la curva inviluppo di una retta mobile è anche il luogo 
del punto comune a due successive posizioni della retta stessa. 

Per un punto qualunque si possono condurre, in generale, m tangenti 
alla curva. Ma se si considera un punto a della curva, due di quelle m tan- 
genti sono successive, cioè concidono nella tangente A. Quindi per a passe- 
ranno, inoltre, m — 2 relle tangenti alla curva in altri punii. 

Se due di queste m — 2 tangenti coincidono in una sola retta B, la 
curva ha in a due tangenti Ai B, cioè passa due volte per a, formando ivi 
un nodo; le rette A e B toccano in a i due rami di curva che ivi $' incro- 
ciano. In questo caso , il punto a dicesi punto doppio ( # ). 

Invece , se una delle m — 2 tangenti coincide con A , questa retta rap- 
presenta tre tangenti successive A , A', A", ed il punto a può considerarsi 
come un punto doppio, le cui tangenti A, A’ coincidano (cioè, il cui nodo 
sia ridotto ad un punto ). Nel caso che si considera , il punto <i dicesi cuspi- 
de o regresso o punto stazionario , perchè esso sappresenta P intersezione della 
tangente A con A' c di A' con A”’, ossia perchè, se s’ imagina la curva ge- 
nerata da un punto mobile , quando questo arriva in a si arresta , rovescia la 
direzione del suo moto e quindi passa dalla parte opposta della tangente A 
( tangente cuspidale ). 

Dalle formole di Plticker, che saranno dimostrate in seguito (%vi.), 
si raccoglie che ima curva-luogo di dato ordine non ha in generale punti 


*) I due punii «li coniano possono meni imaginan senza die la r«U« A cessi d'essere reale e di 
possedere (ulte le proprietà di ima tangente doppia. 

,**) Le due tangenti A , P ponno essere intasinone, epprrò imagman anclie i due rami della nu- 
la , rimanendo reale il punto d’ ineme lamento a. Questo è, ni lai caso, tu» punto isotutn e può consi- 
derarsi come un’ ovale tnlloilcsima o evanescente. 
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doppi nè cuspidi, bensì tangenti doppie e flessi; e che una cur?a-miiluppo 
di data classe è in generale priva di tangenti singolari , ma possiede invece 
punti doppi e punti stazionari. 

l’ero , se la curva è di natura speciale , ri potranno anche essere punti 
o tangenti singolari di più elevala moltiplicità. lina tangente si dirà multipla 
secondo il numero r , ossia ( r ) , " a , quando tocchi la curva in r punti , i qua- 
li possono essere tutti distinti, o in parte o tutti coincidenti. Un punto si 
diri ( r quando per esso la curva passi r volle , epperù ammetta ivi r 
laagenti tulle distinte , ovvero in parte o tutte sovrapposte. 

* 31. Se una curva ha un puulo I r ) ,l, “ a, ogni retta condotta per a sega 
ivi r volle la curva, onde il punto a equivale ad r intersezioni della retta 
colla curva. Ma se la retta tocca uno de’ rami della curva, passanti per a, 
essa avrà in comune con questa anche quel punto di esso ramo che è succes- 
sivo ad a ; cioè questo punto corna come r -+- 1 intersezioni della curva colla 
tangente. Dunque , fra tutte le rette condotte per a ve ne sono al più r ( le 
tangenti agli r rami ) che segano ivi la curva in r -+- 1 punti coincidenti ; ep- 
però , se vi fossero r ■+■ t rette dotate di tale proprietà , questa competerebbe 
ad ogni altra retta condotta per a , cioè a sarebbe un punto multiplo secondo 
il numero r -t- 1, 

Analogamente : se una curva ha una tangente A multipla secondo r , 
questa coula per r tangenti condotte da un punto preso ad arbitrio in essa, 
ma conta per r -+■ I taugenti rispetto a ciascuno de’ punti di contatto della 
curva, con A. Cioè da ogni punto di A partono r tangenti coincidenti con A ; 
e vi sono al più r punti in questa retta , da ciascun de’ quali partono r -t- 1 
tangenti coincidenti colla retta stessa. Onde, se vi fosse un punto di più, 
dolalo di tale proprietà, questa spetterebbe a luti' i «punti di A, e per con- 
seguenza questa retta sarebbe una tangente multipla secondo r-t-1. 

Da queste poche premesse segue che : 

Se una linea dell’ ordine n ha un punto ( n ) rh a , essa non è altro che 
il sistema di n rette ooucorrenli in a. Infatti, la retta che unisce a ad un 
altro punto qualunque del luogo ha, con questo, n -+- 1 punti comuni, eppe- 
rò fa parte del luogo medesimo. 

Cosi, se un inviluppo della classe m ha una tangente |m esso è il 
^sterna di m punti situati sopra questa retta. 

Una curva - semplice dell’ordine n non può avere, oltre ad un punto 
( « — 1 ) r '° anche un punto doppio , perchè la retta che unisce questi due 
punti avrebbe n -t- 1 intersezioni comuni colla curva. Analogamente , una curva 
semplice della classe m non può avere una tangente. ( m — I ) pl ° ed inoltre 
un’altra tangente doppia, perchè esse rappresenterebbero m ■+• 1 tangenti con- 
correnti nel punto comune alle medesime. 

Art. VI. Punii e tangenti comuni » «lue rune. - ** 

3 2. In quanti punti si segano due curve, gli ordini delle quali siano 
n, n’? Ammetto, come principio evidente, che il numero delle intersezioni 
dipenda unicamente dai numeri n, talché rimanga invariato, sostituendo 

alle curve date altri luoghi dello stesso ordine. Se alla curva d’ ordine n' si 

1 
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sostituiscono ri rette, queste incontrano la curva d'ordine n in nn' punti; 
dunque .-due curve, i cui ordini siano n,n', si segano in «»' 
punti (reali; imaginari, distinti o coincidenti). 

Si dirà che due curve hanno un contatto (ripunto , t ripunto , quadripun- 
to, cinquipunto, ripunto,.., quando esse abbiano due, tre, quattro, cinque, 
sei,... punti consecutivi comuni, e per conseguenza anche due, tre, quat- 
tro, cinque, sei,... tangenti consecutive comuni. 

Se per un punto a passano r rami di una curva ed r di un' altra , 
quel punto dee considerarsi come intersezione di ciascun ramo della prima 

curva con ciascun ramo della seconda % epperò equivale ad rr' intersezioni* so- 
vrapposte. Se, inoltre, un ramo della prima curva ed un ramo della seconda 
hanno in a la tangente comune , essi avranno ivi due punii comuni , onde a 
equivarrà ad rr' -b 1 intersezioni. In generale, se in a le due curve hanno $ 
tangenti comuni , a equivale ad rr -+- $ punti comuni alle due curve. 

Come caso speciale, quando le r tangenti della prima curva e le r' del- 
r altra, nel punto comune a, coincidono tutte insieme in una sola retta T, 
questa, supposto r' <r, rappresenta r r tangenti comuni, onde il numero del- 
le intersezioni riunite in a sarà r'( r + 1 ). Ma questo numero può divenir 

più grande, ogniqualvolta la retta T abbia un contatto più intimo con alcuna 

delle linee proposte , cioè la incontri in più di r + 1 od r' + 1 punti riuniti 

in a. .Per esempio, se io a la retta T avesse 2r punti comuni colla prima 

curva ed r' *4- 1 colla seconda, il punto a equivarrebbe ad r(r'-t- 1 ) inter- 
sezioni delle due curve. Del che è facile persuadersi, assumendo un sktema 
di r curve K di sccond’ ordine aventi un punto comune a ed ivi toccate da 
una stessa retta T\ ed inoltre un'altra curva qualunque C dotata di r rami 
passanti per a ed ivi aventi la comune tangente T. In tal caso il punto a 
rappresenta r' ■+■ 1 intersezioni di C con ciascuna delle curve K ; epperò eqoi- 
vale ad r ( r' •+- 1 ) punti comuni a C ed al sistema completo delle curve K. 

Analogamente si dimostra che due curve, le cui classi siano 
m, ni, hanno rum' tangenti comuni. Ecc. (*).• 


Irt. \ll. \nracro delle condizioni elle determinano una curva 
di dato ordine o «li data rla»«e. « 

33. Se una curva dee passare per un dato punto a, ciò equivale mani- 
festamente ad una condizione. 

Per a conducasi una retta A ; se la curva deve contenere anche il punto 
di A che è successivo ad a, cioè se la curva deve non solo passare per a, 
ma anche toccare ivi la retta A , ciò equivale a due condizioni. 

Per a conducasi uoa seconda retta \ se oltre ai due punti consecutivi 
di A, la curva dovesse contenere anche quel punto di A { che è successivo 


(*) l.e proprietà delle curve «li «latj classe si deducono dalle proprietà delle curve di italo ordine , 
e reciprocamente, mediante il principio di dualità, thè noi consideriamo tome primitivo ed assoluto, 
% cioè indipendente da qualsivoglia teoria speriate di trasformarionr di ligure. 
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ad a, ciò equivarrebbe a tre condizioni. Ma in tal caso, due rette condotte 
per a segherebbero ivi due volte la curva , cioè a sarebbe un punto doppio 
per questa. Dunque, se la curva dee avere un punto doppio in a, ciò equi- 
vale a tre condizioni. 

Se la curva deve avere in a un punto doppio ( tre condizioni ) , una 
retta qualunque A condotta per a conterrà due punti di quella, coincidenti in 
a. Se la curva deve passare per un terzo punto successivo di A , cioè se 
questa retta dovrà avere in a Ire punti comuni colla curva , ciò equivarrà ad 
una nuova condizione. Se lo stesso si esige per una seconda retta A t e per 
una terza A. t ( passanti per a ) , si avranno in tutto sei condizioni. Ma quan- 
do per a passino tre rette, ciascuna delle quali seghi ivi tre volle la curva, 
quello è un punto triplo (31); dunque, se la curva dee avere in a un punto 
triplo, ciò equivale a sei condizioni. 

In generale: sia x r—l il numero delle condizioni, perchè la curva abbia • 
in a un punto ( r — 1 )<**". Ogni retta A condotta per a , avrà ivi r — 1 
punti comuni colla curva. Se questa dee contenere un altro punto successivo 
di A , cioè se la retta A deve in a avere r punti comuni colla curva , ciò 
equivale ad una nuova condizione. Se la stessa cosa si esige per altre r — 1 
rette passanti per a, si avranno in tutto x r _, -+- r condizioni. Ora, quando 
per a passano r rette, ciascuna avente ivi r punti comuni colla curva, a è 
un punto multiplo secondo r (31); dunque, se la curva deve avere in a un 
punto ( r P , “, ciò equivale ad un numero x y — x r _ t r di condizioni; os- 
_ r(r-t- 1) 

5ia * r _ . 


34. Da quante condizioni è determinata una curva d’ ordine n? Se la 
curva debba avere un dato punto a multiplo secondo n, ciò equivale (33) 
» ( n *+• 1 ) 

ad condizioni. .Ma una linea d* ordine n, dotala di un punto 

( n V 1 * a b il sistema di n rette concorrenti in a (31); e, affinché queste 
siano pienamente individuale, basta che sia dato un altro punto per ciascuna 
di esse. Dunque : 

Il numero delle condizioni clic determinano una enr- 

. r» ( n -+- 1 | n ( n ■+• 3 ) 

va d ordine n e H-n= ( ). 

2 2 

n ( in- 3 ) ..... • . 

Se sono date solamente — I condizioni . vi saranno infinite 

o 


curve d’ ordine n che le potranno sodisfare, e fra esse ve ne saranno alcune 
( siane N il numero ) che passeranno per un plinto qualunque dato. L’ intero 
sistema di quelle curve, in numero infinito, chiamasi serie d* ordine n 
e d’ indice .V (**). 

Per esempio , le tangenti di una curva della classe ni formano una serie 
d’ ordine 1 e d’ indice m. • 


m m+3) 

( i Covi, tuia curva della classe m è determinala da ■ — condizioni. 

2 

(**) JosQDiàas», Théoebnet généraux concernanl Us emirbe» qtomrtriquet piane* d'un or- 
dre queiconque (Journal de M. Lioumtt, ami 1881 , p. IIS). 
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SÉ. oS 

In generale I esiste s emp re una linea che inviluppa una sene daU^ cioè 
che in ciascun de' suoi pumi tocca una curva delia serie, la serie si 

può concepire generata dal movimento continuo di una curva , che vada cam- 
biando di forma e di posizione , in modo però da sodisfare alle condizioni 
proposte. I punti , in cui una curva della serie sega quella che le succede 
immediatamente, sono anche i punti di contatto fra la prima di queste curve 
e la linea inviluppo della serie. 

35. Il teorema or ora dimostralo (34) ci mette in grado di stabilire 
quest’ altro: che una curva templiee dell’ordine n non può avere piò di 
( n — 1 ) ( n — 2 ) . 

i- CUS p 1( j| 


uno di più , per questi 


la stessa curva , in tutto 


punti doppi ( comprese le 
In- t )( n — 2 ) 


Infatti: se ne avesse 


I e per altri n — 3 punti del- 


(n — 2)(n -2 + 3 


passare una 
nea data 2 


curva dell’ 

f ( *■ 1 I 


ordine n — 2 , 

‘"-il.,: 


3 

la quale 


( 2 

zioni: il che è impossibile, se la curva data non è composta di 
dine minore (*). 


punti, si potrebbe far 
avrebbe in comune colla li- 
n — 3 = n(n — 2)-t-, interse- 
linee d’ or- 


Irt . vili, l'orisml di cavili .m e leorema di Cvasev. 


36. Sia dato ( fig. 6." ) un triangolo ABC. Un punto qualunque a di 

BC è individuato dal rapporto — ; e parimenti , un punto qualunque b di 
aB 
bC 

CA * individuato dal rapporto - — . Tirate le rette da, Bb , queste s meon- 
bA 

trino in un punto m, che è, per conseguenza, determinato dai due rapporti 

— — . , i quali chiameremo coordinale del punto m. La retta Cm seghi 

a B bA r 

■ ■ cfl „ . . , , 

AB in c: cosi si ottiene un terzo rapporto — - . fra i tre rapporti ha luogo 

cA 

una semplice relazione, poiché, in virtù del noto leorema di Cetra , si ha: 


bC 

bA 


aC 

aB 


cB 

cA 


Quando il punto m ò sopra una delle due rette CA , CB , una delle due 


(*) Pluckvs, loco ritato, p. Zia. 
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coordinale è nulla. Sf ib I sopra AB , le due coordinale sono entrambe 

. eB 

infinite , ma è Unito il loro rapporto , che è espresso da — . 

Supponiamo che m si muova sopra una retta data : i punti « e A gene- 
reranno sopra CB e CA due punteggiate prnjetlive , cioè ad ogni posizione del 
punto a corrisponderà una soia posizione di b e reciprocamente. Dunque , Tra 

. aC bC , . . , . 

i rapporti , — — , che determinano i due punti a, b, avrà luogo una 

aB bA 

equazione di primo grado rispetto a ciascun d’ essi. Siccome poi , nel punto 

■ ■ ... . o C bC 

in cui la retta data incontra AB , entrambi i rapporti , — diventano 

ìr aB bA 

infiniti , cosi quell’ equazione non può essere che della forma : 
aC bC 

1 ) ' A . — - -f-fi . - — •+• » — 0. 

aB bA 

Questa relazione fra le coordinale di un punto qualunque m di una retta data 
ò ciò che sì chiama equazione della reità. 

Di quale forma sarà la relazione fra le coordinate di m , se questo punto 
si muove percorrendo una curva d' ordine n ? Una retta qualunque , la cui 
equazione 'sia la 1), incontra la curva in n punti; quindi la relazione richie- 
sta e I’ equazione 1 1 dovranno essere simultaneamente sodisfatte da n coppie 
aC bC 

di valori delle coordinate — — , — — ; la qual cosa esige necessariamente 
aB bA 

che la richiesta relazione sia del grado n rispetto alle coordinate del punto 
variabile, considerale insieme. 

Dunque , se il punto m percorre una curva d' ordine n. 
fra le coordinate variabili di ni avrà luogo una relazio- 
ne costante della forma: 

/aC i bC \ / aC 1 / bC \» 

!l ìtì) -I'-'mK;») --■"•(u) 


la quale può dirsi I’ equazione della curva luogo del pun- 
to mobile. 

Reciprocamente: se il punto ni varia per modo che fra le 
sne coordinate abbia luogo una relazione costante della 
forma 2), il luogo del punto m è una curva d’ ordine n. 
37. Consideriamo di nuovo un triangolo ABC; un punto a in BC. de- 
aB 

terminato dal rapporto ed un punto 6 in CA . determinato dal rapporto 


aC 


bA 

bC 


, individuano una retta ab la quale d , per conseguenza, determinata dai 
due rapporti . Questi due rapporti si chiameranno coordinale della 
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reti*. La quale poi incontra AB in un terzo punto c, e cosi dà luogo ad un 
cB 

terzo rapporto — — . In viriti del noto teorema di Mcamo, i tre rapporti 
spno connessi fra loro dalla relazione semplicissima : 
a B bA _ eli 

aC bC cA 


Quando la retta ab passa per l’uno o per l’altro de’ punti A, B, una del- 
le due coordinate è zero. Se poi la retta passa per C, entrambe le coordinale 

cB 

sono infinite, ma è finito il loro rapporto — . 

Supponiamo che la retta ab varii girando intorno ad un punto dato. 
Allora i punti a, b genereranno due punteggiale projettive , epperò fra le due 
coordinate di ab avrà luogo una equazione, di primo grado rispetto a ciascuna 
coordinata. E siccome , quando la retta mobile passa per C, entrambe le coor- 
dinate divengono infinite , cosi la forma dell’ equazione sarà : 


1 )' 


alt 

aC 


bA 

■ u — — -l- v = 0. 

bC 


Questa relazione fra le coordinate di una retta mobile intorno ad, un punto 
dato può chiamarsi l ’ equazione del punto ( consideralo come inviluppo della 
retta mobile ). 

Suppongasi ora che la retta ab varii inviluppando una curva della clas- 
se m ; qual relazione avrà luogo fra le coordinate della retta variabile ? Da 
un punto qualunque, l’equazione del quale sia la 1)', partono m tangenti 
della curva, cioè m posizioni della retta mobile. Dunque la relazione richiesta 
e I’ equazione I)' dovranno essere sodisfatte simultaneamente da m sistemi di 
valori delle coordinale. Onde s’ inferisce clic la relazione richiesta sarà del 
grado m rispetto alle coordinate considerate insieme. 

Dunque: se una retta si muove inviluppando una curva 
della classe m , fra le coordinate variabili della retta 
avrà luogo una relazione costante della forma: 



/ bA \» 

(ìc) + p= °’ 


la quale può riguardarsi come I" equazione della curva 
inviluppata dalla retta mobile. 

Viceversa: se una retta varia per modo che le sii e coor- 
dinate sodisfacciano costantemente ad una relazione del- 
la forma 2)', 1* inviluppo della retta sarà una curva della 
c 1 a s s^e m. 

I due importanti porismi dimostrati in questo numero e nel precedente 
sono dovuti al sig. Chasi.es ( # ). 


(•> Apercu historique , p. «SO. 
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. 38. Riprendiamo l’equazione 2). Pei ponti a, ai,... in cui la cuna 

bC 

da essa rappresentala sega la retta CB , la coordinata — — - è nulla e I’ altra 

. bA 

bC 

coordinata si desumerà dall’ equazione medesima , ove si taccia —— = 0. Si 

bA 

avrà cosi: 


aC 

aB 


aiC 
a B 


Analogamente, pei punti b. A', 


• = ( - 1 )" — - 
a 

in cui la curva sega CA si ottiene : 


AC 

bA 


b'C 

b'A 


Di 

si ha : 


. = (-1 )- -• 

M 

( aC \“ 

— ) c avuto riguardo al teorema di Cbva , 
aB / 


aB cB 
P ' aC ~ ì ~cA 

aB 


'■(-2r~'(2r- 


dove facendo = 0 si avranno i punti e , c', . 

<tC 

la retta AB; dunque: 


cB 

cA 


c’B 

»’d 


comuni alla curva ed ai- 


Dai tre risultati cosi ottenuti si ricava : 
aB 


aB bC 

aC aiC bA 


b’C 

Ha 


cA 

~cB 


e' A 

7F 1 5 


e si ha così il celebre teorema di Caunot (*) : 

Se u na c ti rva dell’ ordine n incontra i lati di un trian- 
golo ABC n e’ p il n li aa' . . . in BC , bb' ... in CA, ce' ... in AB , 
si ha la relazione 3). 

Questo teorema si applica anche ad un poligono qualsivoglia. 

39. Per n = I il teorema di Cabuot rientra in quello- di Mencuo. Per 
n = 2 , si ha una proprietà di sei punti d' una curva di second’ ordine. E 
siccome una curva siffatta è determinala da cinque punti (34j, così avrà 
luogo il teorema inverso: 


(*) K/omC/rir de polilion , Psri» IStrt , e sai. 
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Se nei lati BC , CA , AB di un triangolo esistono sei punti aa , bb , cc 
tali che si abbia la relazione: 

aB . a li . bC . b'C . cA . c'A 
41 — | 

aC . a'C.bA . b'A . cB . c'B 5 

i sei punti adbb'cc' sono in una curva di second’ ordine. 

Se i punti a'b'c coincidono rispettivamente con abc , cioè se la curva 
tocca i lati del triangolo in a, b, c, la prccexlente relazione diviene: 

aB . bC . cA 

r ± 1, 

aC . bA . cB 

De 1 due segni, nati dall’estrazione della radice quadrata, non può pren- 
dersi il positivo , poiché in tal caso, pel teorema di Mkn£la<?, i Tre punti abc 
sarebbero in una retta: il che è impossibile, non potendo una curva di se- 
cond* ordine essere incontrata da una retta in più che due punti. Preso adun- 
que il segno negativo , si conclude , in virtù del teorema di Ceva , che le ret- 
te Aa , Bb j Cc concorrono in uno stesso punto. Cioè: se una curva di se- 
cond’ ordine è inscritta in un triangolo , le rette che ne uniscono i vertici ai 
punti di contatto de' lati opposti passano per uno stesso punto. 

(a) Per n = 3, dal teorema di Carnot si ricava che, se i lati d’uri 
triangolo ABC segano una curva del terz* ordine ( o più brevemente cubica ) 
in nove punti add ' , bb’b'\ ccc", ha luogo la relazione segmentarla : 

aB . d B . a" B . bC . b'C . b"C . c.4 . c'A . c" A _ 
aC . dC . d’C . òzi . VA . b' A . cB . c B . c"B 

* 

Se i sei punti adbb'cc sono in una curva di second’ ordine , si avrà an- 
che la relazione 4) , per la quale dividendo la 6) si ottiene : 

a" B . b"C . c"A __ j 
a 'C . b' A c" B ~~ 


cioè i punti a"b"c" saranno in linea retta. E viceversa, se d'b"c" sono in li- 
nea retta , gli altri sei punti sono in una enrva di second’ ordine. 

( b ) Quando il luogo di second' ordine adbb'cc riducasi al sistema di 
due rette coincidenti , si ha : 

Se ne' punti in cui una cubica è segata da una retta 
data si conducono le tangenti, queste vanno ad incontra- 
re la curva in tre altri punti che giacciono in una secon- 
da retta (*). 


(*j Vedi il trattato rii Maclaubik sulle curve del 3.° ordine, tradotto da : Ifr/aJiyr* 

de qéometrit pur/, Paris 1846 , p. 233. 
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Se una iella tocca ima cubica in un punto a e la sega semplicemente 
in a", questo secondo punto dicesi tangenziale del primo. Onde possiamo dire 
che, se tre punti di una cubica sono in un» retta R, i loro tangenziali giac- 
ciono in una seconda retta $. 

La rena 5 dicesi retta satellite di R { retta p rimana ) ed il punto co- 
mune alle R, S si chiama punto satellite di R. 

Se R è tangente alla cubica, il punto satellite coincide col tangenziale 
del punto di contatto, e la retta satellite è la tangente alla cubica nel punto 
satellite. 

( c ) Supponendo che la retta d'b"c" divenga una tangente stazionaria 
della cubica , si ha : 

Se da nn flesso di una cubica si conducono tre tras- 
versali arbitrarie, queste la segano di nuovo in sei punti 
situati in una curva di se con d’ordine. 

Dunque, se di questi sei ponti. Ire sono in linea retta, gli altri tre sa- 
ranno in mia seconda retta, epperò : 

Se da un flesso si conducono tre tangenti ad una cu- 
bica, i tre punti di contatto sono in linea retta (*). 

(d) Supposti i punti à'b"c" in linea retta, gli altri sei aa'bb'cc’ sono 
in una curva di second’ ordine ; onde, se Ire di questi, db' c, coincidono, 
si avrà: 

Se tre trasversali condotte da un punto d di una cu- 
bica tagliano questa ih tre punti a"b'c" situati in linea 
retta ed in altri tre punti aie, la cubica avrà iu a' un 
contatto trip unto con una curva di second’ ordine passan- 
te 'per abc. 

Se d'b"c" coincidono in un flesso , dal teorema precedente si ricava : 

Ogni trasversale condotta per un flesso di una cubi- 
ca sega questa in due punti, ne’ quali la curva data ha 
due contatti trip unti con una stessa curva di second’ or- 
dine (**). 

E per •conseguenza : 

Se da un flesso di una cubica si conduce una retta a 
toccarla in un altro punto, in questo la cubica li a un 
contatto sipunto con una curva di second’ ordine (***). 

40. Consideriamo una curva-inviluppo della classe m, rappresentata dal- 
l’ equazione 2)'. Per ottenere le tangenti di questa curva , passanti per A , 

dobbiamo fare ivi — — == 0 ; I’ equazione risultante darà i valori dell’ altra 
bC 

coordinata relativi ai punti a, a'... in cui il lato BC à incontrato dalle tan- 
genti passanti per A. Avremo cosi: 

all <sB _ m t> 

aC dC * « 


(*■ NtOUIII, t. C. I». 226, 

Ponckikt, Analyse de » transceriale» (Giornale di Cbkllk, t. 8, Berlino 1832, p. 129-135 j. 
*** PlQcker , Veber Curten drifter Ordnung und analytische Deweùfiihrung (Giornale ti» 
Cbkllk, t. 31, Berlino 1847 , p. 330) 

r, 
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Analogamente, pei punti b, b' ... in cui il lato CA è incontrato dalle 
tangenti passanti per B , avremo : 


bA_ bA 
bC ' b'C 


= (—»)" — - 
n 


Dividasi ora I' equazione 2)' per 


/ bA \ » 
V'iC / 


; avuto riguardo alla relazione : 


si otterrà : 


aB bA _ cB 
aC ' bC ~ 7 a' 




= 0. 


bC 


Se in questa equazione si fa - — = 0 , si avranno i punti c , c ... io cui 
bA 


AB t incontrata dalle tangenti che passano per C. Quindi: 

(* 1 * 


cB 

cA 


c\B 
c A 


I tre risultali cosi ottenuti danno : 

aB aB bC b'C cA c'A 

3 « — . . . y . , y . . , . — 1 

aC a'C bA b' A cB c B 

Si ha dunque il teorema (*) : 

Se dai vertici di un triangolo ABC si conducono Ir 
tangentu ad una curva della classe m, le quali incontri- 
no i lati opposti ne’ punti ad , bb' ce' fra i 

segmenti determinati da questi punti sui lati si ha la 
relazione 3)'. 

Per m = 1 si ricade nel teorema .di Ceva. Per m = 2 si ha una prò - 
prietà relativa a sei tangenti di una curva di seconda classe ; e se ne deduce 
il teorema che, se una tal curva è circoscritta ad un triangolo, le tangenti 
nei vertici incontrano i lati opposti in Ire punti situati sopra una stessa ret- 
ta. Ecc. ecc. 

41. Si rappresentino con {/ = 0 , U 0 due equazioni analoghe alla !), 
relative a due curve d’ ordine n. Indicando con A una quantità arbitraria , 


(* Csaslks . Gtomètrir tvpérirure , Pini 1852, e- 3 ®l- 
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I’ equazione V -+• All — 0 rappresenterà evidentemente un’ altra curva d’ ordi- 
ne n. I valori delle coordinate — — , — , che annullano U ed 11 , annullano 
all bA ’ 

anche V -+■ AU' ; dunque le n' 1 intersezioni delle due curve rappresentale da 
— 0 , V' — 0 appartengono tulle alla curva rappresentala da V-e-AU' = 0 (*). 
Siccome poi quest’ ultima equazione rappresenta una curva dell’ ordine n per 
ciascuno degli infiniti valori che si possono attribuire a A, cosi abbiamo il 
teorema : 

Per le n a intersezioni di due curve dell’ ordine n pas- 
sano infinite altre curve dello stesso ordine. 

Altrove (34) si è dimostrato che una curva d’ordine n è determinata 

^ ^ condizioni. Dal teorema precedente segue che per ' ' 


da 


2 . ^ ‘ “ ‘ 2 
punti passa , in generale ,* una sola curva d’ ordine n : poiché , se per quei 
punti passassero due corvè di quest’ ordine , in virtù di quel teorema , se ne 
potrebliero tracciare infinite altre. 


Per 


n( n -t- 3 ) 


— 1 punti dati (34) passano infinite curve d’ordine n, 
nl _^n("-*-3) _ (n — I )( n — 2) 1 




due delle quali si segheranno in altri .... 

\ 2 / 2 
punti; questi apparterranno dunque anche a tulle te altre curve descritte pei 
punti dati. Ossia: 

n ( » -t- 3 ) ■ , , - . . . , . 

— t punti dati ad arbitrio passano infi- 


Pc r 


nitc curve d’ ordine n, le quali, oltre i dati, hanno in 


comune altri 


( n — 1 >( « — 2 I 


punti determinali (**). 


Una qualunque di tali, curve è individuala da un punto arbitrario, 


aggiunto ai dati 
n (n -i- 3 ) 


n ( n 3 ) 

ir 


— 1 ; cioè fra le infinite curve passanti per 


-- — — I punti dati, ve n’ha una sola che passi per un. altro punto 

preso ad arbitrio. Ne segue che I’ indice della serie formata da quelle infinite 
curve (34) è 1. Ad una serie siffatta si dì il nome di fascio', ossia per 
fascio d’ ordine n s’ intende il sistema delle infinite curve di quest’ ordine , 
n ( n ■+■ 3 ) . . ' . 

che passano per — 1 punti dati ad arbitrio e , per conseguenza , 


per altri 


. (n- I ) ( n, — 2 ) 


2 


punti individuali. II complesso delle n* interse- 


zioni comuni alle curve d’ un fascio diresi Jase del fascio. 


l«mè, turameli ilei differente* méthodes employée* polir rhoudre lei problemi de geo- 
metrie . Pini 1818, p. 38. 

Pulenti* , Andlyltieh-geomelrilche Sntwicklungen , I. Cd , Euro 1838, p. 339. 
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Analoghe proprietà hanno luogo per le curve ili data classe. Le m‘ tan- 
genti comuni a due curve di classe m toccano infinite altre curve della stessa 


classe. Vi ha una sola curva di classe m che tocchi 

ad arbitrio. Tutte le curve dì classe m tangenti ad 
-1 )(m-2) 


. m( m -+- 3 


2 

m |m - 


rette date 


3 ) 


— 1 rette 


arbitrarie hanno altre 


tangenti comuni individuate. 


.Uv. IX. .tllrl teoremi romlHmi-ntnII sulle curve piane. 


42. Fra gli punti , che determinano, una* curva semplice d’or- 
dine n , ve ne possono essere tuli’ al più tip — ^ - situati in 

una curva d’ ordine p < ». Infatti , se np — — — -+- 1 punti 

giacessero in una curva d’ ordine p , i rimanenti punti , il cui numero e 
3 ) _ (p— 1 ) (p — 2) _ _ (n — p) (n-p-i-3) 

2 " P 2 2 ’ 
terminerebbero (34) una curva (l'ordine n — p , la quale insieme colla data 
curva d’ ordine p costituirebbe un luogo d* ordine n passante per tuli' i punti 
dati. Dunque il massimo numero* di punti che si possono pren- 
dere ad arbitrio sopra una curva d' ordine p, all’ intento 
di descrivere per essi una curva- *emp/t ce d’ordine n > p, t 

43. Siano date due curve, I’ una d’ ordine p, I’ altra d’ ordine q , e sia 
p-t-q = n. Se nel luogo d’ordine », formato da queste due curve, sì prendono 

,..»(» -t- 3 ) . . ... „ 

au arbitrio - 1 punti , per essi passeranno munite curve d ordine 

i I* . , (n — 1 ) (n — 2 ) . ........ 

», le quali avranno in comune altre intersezioni (41), di- 
stribuite sulle due curve date. Nell’ assumere ad arbitrio quegli — t 

punti , se ne prendano np — j sulla curva d’ ordine p ed nq — h sulla curva 
d’ ordine q, ove g, h sono due numeri (interi e positivi) soggetti alla con- 
dizione : 

* (•» — l)(n — 2) 

1) . y-*-h = • 


(*, Jacobi , De relationilrns , yuas Inrum hakerr debent inter punita internet ioni* duarum 
rurl’firwra rie. (Giornale di CRllU, t. 15, Berlino 1836, p. 299). 
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Inoltre , affinché le due curve siano 

determinate 

dai puoti presi in 

essere : 

_ = P(P+ 3) 


— 3) 

"P s> 

» nq — 

* > 2 ’ 

da cui: 

cn 

l 

a 

ft. 

1! 

_ 

9(f — 3) 

» < 2 Pì 

. A < 



Se in queste due relazioni poniamo per g e per h i valori dati dalla t), ab- 
biamo : 


= (?->) (? - 2 ) 


- (p-1)(p-2) 
2 


> 2 ' 9 > 

i-osì sono fissali i limiti entro i quali devono essere compresi g, A. Possiamo 

dire che g è compreso fra il limile minimo - P — — ed il limile mas- 

(p — • ) (p — 2) 

Mn, ° 1 s- p ( n — p ) — I ; e che A è dato , mediante g , dalla 1 ). 

Abbiamo cosi il teorema (*): 

Tutte le curve d’ ordine n — p -t- q , descritte per np — g 
punti dati di una curva d’ordine p e per nq — A punti dati 
di una curva d’ordine q, segano la prima' curva in altri 
g punti fissi e la seconda curva in altri A punti fissi. 

(a| Da questo teorema segue immediatamente: 

Affinchè per le nr intersezioni di due curve d’ ordine 
n passi il sistema di due curve d’ ordini p, n — p, è neces- 
sario •e sufficiente che di queste intersezioni np — g ap- 
partengano alla curva d ’ ordine p, ed n(n*— p|— A apparten- 
gano alla curva d’ordine n — p. 

(bj Quando il numero g ha il suo minimo valore, il teorema snenun- 
ciato poi esprimersi cosi: 

Ogni curva d’ ordine n, descritta per np — — UJ? — £i 

punti dati di una curva d’ ordine p < n , incontra questa in 
-I.-: <P“ ») (p-2) . . 

a 1 < r 1 punti fissi. 

Ovvero : 

Se delle n s intersezioni di due curve d’ ordine n, 
(p— 1) (p — 2) 


np 


giacciono in una curva d’ ordine p < n. 


questa ne conterrà altre ^ , e le rimanenti 

2 

n(n — p) saranno in una curva d’ ordine n — p. 


(*' PlUcmkr , Theorie dtr aigrb. Cumn, p. II. 
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Del resto, questi teoremi sono compresi nel seguente più generale. 

44. Date due curve, I’ una C» d' ordine n, I* altra C,„ 
d'ordine m<n, se delle loro intersezioni ve ne sono 
( m -t- p — n — 1 ) ( tn -4- p — n — S ) 

mp si tu a te sopra una curva 

Cp d ’ ordine p<n, questa curva ne conterrà altre 
(m-4-p — n— l) (m-t-p — n — 2) , , 

; e le rimanenti m(n — p) saran- 
no sopra una curva d * ordine n — p. 

Infatti: fra le (n — tn) p intersezioni delle curve C pt C n non comuni a 
(» — m ) (n — m -4- 3) 

Cm , se ne prendano e per esse si descriva una curva 

C«_m d’ ordine n — m. Avremo così due luoghi d’ ordine n : l’ uno è C„ , l' altro 
è C„, -t- C ni _„,. La curva C p contiene 

( m-hp — n— I ) ( m-t-p — n — 2 ) ( n — ni ) ( n — m -4- 3 ) 

r 2 2 

|„_ | ) |p_2) 

= np intersezioni de’ due luoghi , dunque ( 43 , b ) ne 

. (p — 1)(p — 2) (m -4- p — n — 1 ) (m -t- p — n — 2 I 

conterrà altre s£ LÌZ J ■ cioè i- £ 

2 2 
„ „ , , ( » — m ) (n — m -4- 3 ) 

comuni a Cm, C*,, e (n — m) p — — — - comuni a C n , 

e tulle le rimanenti saranno in una curva d’ ordine n — p. 

( m-t-p — n — 1 ) | m-t-p — n— 2 ) 
Da questo teorema seguo che gir mp — — 

punti dati comuni alle curve C„, C m , Cp individuano altri 
(m-t-p — n — l)(m + p — n — 2) . 

punti comuni alle curve medesime. I ulti 

questi punti sono pienamente determinali dalle curve Cm, Cp, indipendenteraeule 
tla C m ; dunque : 

Qualunque curra d’ordine n descritta per 

( m -4- p — n — I I (tn -+• p — n — 2). . .... 

mp intersezioni di due curve 


d’ordini m, p (tn,p non maggiori di n ) passa anche per 
tutti gli altri punti comuni a queste curve (*). 

43. I teoremi or ora dimostrali sono della più alta importanza, a cagione 
del loro frequente uso nella teorìa delle curve. Qui ini limiterò ad accennare 
qualche esempio interessante. 

( a ) Dna curva d’ ordine n sia segata da una trasversale ne' pnnti a, b , ... . 
e da una seconda trasversale ne’ pnnti a , b' , . . . Considerando il sistema delle 
n rette ad , bb' , . . . come un luogo il’ ordine n , le rimanenti interazioni di 


(*) Caylct (Cambridge Mathematica! Journal, voi. ITI, 1843, p. 211). 
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esse colla curva data saranno (43, b) in una curva d'ordine n — 2. Suppo- 
niamo ora chea',6', . . . coincidano rispettivamente con a , 6, . . . ; avremo 
il teorema : 

Se ne' punti, in cui una curva d’ordine nè segata da 
una retta, si conducono le tangenti alla curva, esse incon- 
trano la curva medesima in altri n ( n — 2 ) punti, situati 
sopra una curva d’ ordine n — 2 (*). 

(b) Analogamente si dimostra il teorema generale: 

Se ne' p ii n ti, in cui una curva d’ordine n è segala da 
un' altra curva d’ ordine n , si conducono le tangenti alla 
pii ni a curva* esse la segheranno in altri rm' (ri — 2 ) punti, 
(ir Iti situali in una curva dell’ ordine n'(n — 2). 

Questo teorema è un’ immediata conseguenza della proprietà dimostrata al 
principio del n.° 44, purché si consideri il complesso delle nn tangenti come 
un luogo dell’ ordine nn , e la curva d’ordine n , ripetuta due. volte, come 
un luogo dell’ ordine 2 n'. 

( c ) Una curva del terz’ ordine passi pei vertici di un esagono e per due 
de’ tre punti d’ incontro delle tre coppie di lati opposti : dico che anche il 
punto comune alla terza coppia giace nella curva. Infatti: il primo, il terzo 
ed il quinto lato dell’ esagono costituiscono un luogo di terz’ ordine ; mentre 
un altro luogo del medesimo ordine è formato dai tre lati di rango pari. Le 
nove intersezioni di questi due luoghi sono i sei vertici dell’ esagono e i tre 
punti di concorso de’ lati opposti. Ma otto di questi punti giacciono per ipotesi 
nella curva data; dunque (41) questa conterrà anche il nono ( ## );c. d. d. 

Se i sei vertici sono in una curva di second’ ordine , le altre tre inter- 
sezioni saranno in una retta ( 43 , b ) ; si ha così il celebre teorema di Pascal: 

I lati opposti di un esagono inscrìtto in una curva di stcond’ ordine si 
tagliano in Ire punti situati in linea retta. 

Dal quale, pel principio di dualità, si conclude il teorema di Bmanchon: 
Le rette congiungenti i vertici opposti di un esagono circoscritto ad una 
curva di seconda classe concorrono in uno stesso punto. 

(d) Tornando all’esagono inscrìtto in una curva del terz’ ordine , sia- 
no 123456 i vertici ed a, 6, c i punti ove s’ incontrano le coppie di lati 
opposti [12, 45], [23, 56], [34, 61]. Se i punti 12 sono infinitamen- 
te vicini nella curva e cosi pure 45 , i punti 1 , 3 , 4 , 6 , b , c saranno 
i vertici di un quadrilatero completo ed a sarà 1’ incontro delle tangenti alla 
curva ne’ punti 1 e 4 ; dunque : 

Se un. quadrìlatero completo è inscritto in una curva del terz’ ordine . fé 
tangenti in due vertici opposti s’ incontrano stilla curva (***). 

Siano adunque abca'b'c' i vertici di un quadrilatero completo inscritto in 
una curva del terz’ ordine: abe siano in linea retta ed .a be' i vertici rispetti- 
vamente opposti. Le tangenti in ad. bb , cc incontreranno la curva in tre 


(*) Poncklkt, Analyte dtt transversalcs , p. 3S7. 

(*•) P"-\cfcLtiT , Anuly.fr de t trantvertulei , p. >32. 

<***' Nkuiiiiii , I . C . p. 2.17. 
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pumi a , fi , y. Siccome però, se Ire pumi abc di uno curva del terz’ ordine 
sono in una iella, anche i loro tangenziali afiy sono in un’ allea rena ( 39, li j. 
cosi abbiamo il teorema : 

Se u u q u a d r i I a l e r o completo è i n s e r i 1 1 o in una cur- 
va del terz’ ordine,, le coppie di langenti ne’ vertici op- 
posti concorrono in tre punti della curva, situati in li- 
nea retta. 


.Ut. X. (ieneraxtoiie delle linee piane. 


46. Abbiamo giù dello altrove (41 ) chiamarsi fasci ■> d’ordine n il siste- 
ma delle curve d’ ordine ri , in numero infinito , che passano per gli slessi 
n- pumi: cioè un fascio, è una forma geometrica, ogni elemento della quale 
,, .. »(« + 3 ) 

è una curva d ordine n passante per 1 punti dati, epperò 


anche per altri 


( n — I ) ( n — 2 ) 


punti fissi. 


Ogni curva del fascio <1 completamente individuata da un puoto preso ad 
arbitrio, pel quale essa debba passare. Se questo plinto si prende in una ret- 
ta passante per un punto della base ed infinitamente vicino a questo punto, 
la curva sarò individuata dalla sua tangente nel punto della base. Cioè, se 
per un punto della 6ase del fascio si conduce una retta ad arbitrio, vi è una 
curva del fascio ( ed una sola ) che tocca quella retta in quel punto. Od an- 
che: se consideriamo la stella formata da tutte le rette passanti pel punlo-ia- 
se, c assumiamo come corrispondenti una curva qualunque del fascio ed il 
raggio della stella che tocca la curva nel punto-base, potremo dire che ad 
ogni curva del fascio corrisponde un raggio della stella, e reciprocamente ad 
ogni raggio della stella corrisponde una curva del fascio: cioè la stella ed il 
fascio di curve sono due forme geometriche proiettive. 

Considerando due punti-base e le stelle di cui essi sono i centri , e ri- 
guardando come corrispondenti il raggio dell’ una ed il raggio dell’ altra stel- 
la, che toccano una stessa curva del fascio ne’ punti-base, è manifesto che le 
due stelle sono proiettive. Dunque le stelle, i cui centri sono gli n~ punti-ba- 
se, sono tutte proiettive fra loro ed al fascio di curve. 

Ciò premesso , per rapporto anarmonico di quattro curve </’ un fascio 
intenderemo il rapporto anarmonico de’ quattro corrispondenti raggi di una 
stella proiettiva al fascio. 

47. Se due punti-base sono infinitamente vicini, cioè se le curve del 
fascio si toccano fra .loro in- un punto a e sia A la tangente comune , tulle 
quelle curve avranno in a due punti consecutivi comuni colla retta A. Quindi, 
fra le curve medesime , se ne potrà determinare una che passi per un terzo plin- 
to successivo di A , cioè che abbia in a un contatto tripunto con A. E condotta per 
a una retta K ad arbitrio , si potrà anche determinare una curva del fascio 
che passi pel punto di H successivo ad a ; la qual curva avrà per conseguen- 
za due punti coincidenti in u, in comune con qualunque altra retta passante 
per a (31). Dunque: fra tulle le curve di un fascio, che si tocchino in un 
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punto a, ve n’ ha una per la quale a è un flesso c ve n’ ha un’altra per la 
•piale a è un punto doppio. 

48. Può accadere che un punto-base a sia un punto doppio per tutte le 
curve del fascio : nel qual caso , quel punto equivale a quattro intersezioni di 
due qualunque delle curve del fascio (32), epperò i rimanenti punti-base 
saranno o- — 4. Allora è manifesto clic le coppie di langeuli alle singole cur- 
ve nel loro punto doppio comune formano un’involuzione quadratica: questa 
ha due raggi doppi, epperò vi Sono due curve nel fascio, per le quali a è 
uua cuspide. 

Se tutte le curve del fascio hanno, nei piloto doppio a, una tangente 
comune, qualunque retta condotta per a e considerata come seconda tangente 
determina una curva del fascio. Dunque , in questo caso , vi sarò una sola 
curva per la quale a sia una cuspide. 

Se tutte le curve del fascio hanno , nel punto doppio a , entrambe le 
tangenti A , A comuni , potremo determinare una di quelle curve per modo 
che una retta passante per a c diversa da A, A , abbia ivi colla curva tre 
punti comuni. Dunque (31), nel caso che si considera, ri è una curva nel 
fascio , per la quale a è un punto triplo. Ciò vale anche quando le rette .4 , 
A coincidano, cioè tutte le curve del fascio abbiano in a una cuspide, colla 
tangente comune. 

Analogamente: se a è un punto (r) ,,,< ’ per tutte le curve del fascio, e 
se questi hanno ivi le r tangenti comuni , v’ ha una curva del fascio , per la 
quale a è un punto multiplo secondo r ■+* I. 

49. Se le curve d’ordine n, di un dato fascio, sono segale da una 
trasversale arbitraria, le intersezioni di questa con ciascnua curva formano un 
gruppo di n punti; e gli infiniti gruppi analoghi, determinali dalle infinite 
curve del fascio , costituiscono un’involuzione di grado n. Infatti, per un pun- 
to qualunque ■ della trasversale passa tuia sola curva del fascio, la quale incontra 
la trasversale medesima negli altri n — I punti del gruppo a cui appartiene 
t. Ciascun gruppo è dunque determinato da uno qualunque ile’ suoi punti: ciò 
che costituisce precisamente il carattere dell’ involuzione (21). 

1/ involuzione di cui si tratta ha 2( n — 1 ) punti doppi (22); dunque: 

Era le curve d’ ordine n, d’ un fascio, ve ne sono 
2 ( n — I ) che toccano una retta data. 

É evidente che un fascio d’ ordine n c I’ involuzione di grado n , eh' esso 
determina sopra una data retta , sono due forme geometriche projetlivc : cioè 
il rapporto anarmonico di quattro curve del fascio ed il rapporto anartnonico 
de’ quattro gruppi di punti, in cui esse segauo la retta data, sono eguali. 

Due fasci di curve si diranno projtllivi quando siano rispettivamente 
proiettivi a line stelle projetlivc fra loro ; ossia quando le curve de’ due fasci 
si corrispondano fra loro ad uua ad una. Evidentemente i rapporti anaruionici 
di quattro curve dell’ un fascio e delle quattro corrispondenti curve dell’ altro 
sono eguali. E le involuzioni , clic due fasci projettivi determinano su di una 
stessa trasversale o sii di due trasversali distinte, sono proiettive. 

50. Siano dati due fasci proiettivi, l’uno d’ordine n, l’altro d’ ordine 
n’ ; di qual ordine è il luogo delle intersezioni di due curve corrispondenti ? 
Con una trasversale arbitraria sego entrambi ì fasci: ottengo cosi due involu- 
zioni projetlivc , I’ una di grado n , I’ altra di grado n. Queste involuzioni 

0 
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hanno n ■+■ n punii comuni ( 24 , b ) ; ciò»' , nella trasversale vi sono n -t- tt' 
punii , per ciascuno de’ quali passano due curve corrispondenti ile’ due fasci , 
epprrò ri -+- ri' pumi del luogo richiesto. Questo luogo é dunque una curva 
C„+i,' d’ ordine n ■+■ n' (*). Essa passa per Ulti’ i punti-base de’ due fasci, 
poiché uno qualunque di questi punti giace su tutte le curve di un fascio e 
sopra una curva dell’ altro (**). 

( a ) La curva risultante dell’ ordine n -t- n' può talvolta decomporsi in 
linee d’ordine inferiore. Ciò avviene, per esempio, quando le curve corrispon- 
denti de’ due fasci dati si incontrano costantemente sopra una curva d’ ordine 
r < « -+■ n’. Allora gli altri punti d’ intersezione sono situati in una seconda 
curva dell’ ordine n -t- n — r,che insieme colla precedente costituisce il luogo 
completo d’ ordine u -+- n' , generato dai due fasci. 

(b) Questa decomposizione avviene anche quando i due fasci projeltivi, 
supposti dello stesso ordine n , abbiano lina curva comune e questa corrisponda 
a sé medesima. Allora ogni punto di questa curva può riguardarsi conte co- 
mune a due curve corrispondenti; quindi il luogo delle intersezioni delle curve 
corrispondenti ne’ due fasci sarà , in questo caso , una curva dell’ ordine n. 

A questa proprietà si può dare anche il seguente enunciato, nel quale tutte 
le curve nominate s’intendano dell’ordine n : 

Se una curva H passa pei punti comuni a due curve U , E e pei punti 
comuni a due altre curve IF , ¥' , anche i punti comuni alle curve V, V, 
insieme coi punti comuni olle V, V', giaceranno tutti in una stessa curva A\ 

61. Segando, conte dianzi, i due fasci dati con una trasversale R, si 
ottengono due involuzioni proiettive, e gli n ■+■ n' punti comuni ad esse sono 
le intersezioni di R colla curva C«+„' generala dalle intersezioni delle curve 
corrispondenti ne’ due fasci. Supponiamo ora che nella retta R vi sia un tal 
punto o, nel quale coincidano r intersezioni di tutte le curve del primo fascio 
ed r intersezioni di tulle quelle del secondo con R: ma una certa curva C„ 
del primo fascio abbia r -t- s punti comuni con R riuniti in o, e questo punto 
rappresenti anche r ■+■ »’ intersezioni di R colla curva Cn del secondo fascio, 
corrispondente a C». In virtù di proposizioni già esposte (24, c, d), in o 
coincideranno r ■+■ r‘ -t- s od r -+- r' ■+■ s' ( secondo che s < i’ od a > i ) punti 
comuni alla retta R ed alla curva C»+„’. 

Questo teorema generale dà luogo a numerosi corollari; qui ci limitiamo 
ad esporre quelli, di cui avremo bisogno in seguilo. 

(a) Sia o un punto-base del primo fascio ; C»' la curva del secondo , che 
passa per o; la corrispondente curva del primo fascio, ed R la tangente a 
C» tu o. Applicando a questa retta il teorema generale, col porre r = 1 , 
r = 0, 1 = 1 , t — 1 , troviamo che essa è anche la tangente a Cn+u' iu o. 

(bj Le curve del primo fascio passino per o ed ivi abbiano una tangente 
comune ; allora fra esse ve n’ha una C„ , che ha un punto doppio in o (47). 


i*l Per «incito metodo di determinare l'ordine di un luogo geometrico reggati : Posceut , Analyte 
dei transfer tale t , p, 29. 

(**) Cmun, i'onstruction de la courbe du 3. ordre cte. (Compie* rrndu* , 30 mai 1853). — 
.Sur Ics courbei du 4 . et du 3. ordre eie. • Compie* rendili, 18 aoiil 1853 v . 

JosQiikAEs , Et sui tur la generation dei courbes eie. Pari* 1858, p. 6. 
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Se la corrisponderle curva C H del secondo fascio passa per o , il teorema ge- 
nerale applicato ad una retta qualunque condotta per o ( r = 1 , r' = 0, i = t , 
s — 1 ) mostra eh’ essa incontra C , in due punti riuniti in o ; cioè questo 
punto è doppio per C«+„'. 

(c) Nella ipotesi ( b ) , se C„' ha in o un punto multiplo e si applica il 
teorema generale ad una delle due tangenti in o aC»(r=1,r' = 0,s = 2, 
*' > 1 ) , troviamo che questa retta ha tre punti comuni con C u +n' , riuniti in 
o ; dunque questa curva ha in comune con C» non solo il punto doppio o , ma 
anche le relative tangenti. 

(d) Fatta aocora l’ipotesi (b), se R, tangente comune alle curve del 

primo fascio in o, è anche una delle tangenti ai due rami di C„ (r = 2, 

r — 0 , s = 1 , s' =: 1 ) , essa sarà tangente ad uno de’ due rami di C»+*'. 

(e) E se, oltre a ciò, la seconda tangente di C„ in o tocca ivi anche 
C n ‘ , applicando a questa retta il teorema generale ( r = 1 , r' = 0, j = 2, 
»' = 2) , troviamo di’ essa è la tangente del secondo ramo di 0:+n'. Donde 
segue che, se C„ ha in o le due tangenti coincidenti colla retta R, tangente 
comune alle curve del primo fascio, c se questa retta tocca nel medesimo 
punto anche C H ' , la curva f„ + „' avrà in o una cuspide colla tangente R. 

(f) Due curve corrispondenti C„, C„ passino uno stesso numero i di 

volte per un punto o. Se R è una retta condotta ad arbitrio per o, si ricava 

dal teorema generale (r = r' = 0, i = f = i) che in o coincidono t interse- 
zioni di C„ +H ‘ con R , cioè o è un punto multiplo secondo ■ per la curva 

(g) Se C* passa i volte e CV un maggior numero i' di volte per o, 

questo punto è ancora multiplo secondo i per Inoltre, se si considera 

una delle tangenti di .C„ in o, il teorema geocrale (r = r'c=0, i = i 1 , 
s' > ■ ) dà t'-t-l intersezioni di questa retta con C lh ^' riunite in o. Dunque 
le tangenti agli i rami di C„ toccano anche gli i rami di 

Nello stesso modo si potrebbe dimostrare anche quanto è esposto nel 
n° seguente. 

52. Supponiamo ora che le basi de’ due fasci abbiano un punto comune 
a, il quale sia multiplo secondo r per le curve del primo fascio e multiplo 
secondo r‘ per le curve del secondo. Ogni curva del primo fascio ha in a un 
gruppo di r tangenti: gli analoghi gruppi corrispoudentballe varie curve del 
fascio medesimo formano un’ involuzione di grado r. Similmente avremo un' in- 
voluzione di grado r formata dalle tangenti in a alle curve del secondo fascio. 
Le due involuzioni hanno r -t- r' raggi comuni (24, b), ciascuno de’ quali, 
toccando in a due curve corrispondenti de’ due fasci , tocca ivi anche la curva 
C u+n '. Laonde questa curva ha r -+- r' rami passanti per a , e le tangenti a 
questi rami sono i raggi comuni alle due involuzioni. 

( a ) Da ciò segue che , se tulle le curve d’ uno stesso fascio hanno alcuna 
tangente comune in a, questa è anche una tangente di Co*»'- Supposto che 
tutte le r tangenti in a siano comuni alle curve del primo fascio , epperò siano 
tangenti anche alla curva d’ ordine n -t- n' , le rimanenti r tangenti di questa 
sono evidentemente le r' tangenti di quella curva C,,' del secondo fascio , che 
corrisponde alla curva f„ del primo fascio, dotata di un punto multiplo se- 
condo r -+- 1 in a ( 48 ). 

63. L’ importante teorema ( £0 ) conduce naturalmente a porre questa 
quistione : 
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Dati quanti punii sono necessari per determinare una curva dell’ ardine 
n -i- n' , formare due fasci proiettivi , I’ uno dell’ ordine n , l’ altro dell’ ordine 
n' , i quali, colle mutue intersezioni delle curve corrispondenti, generino la 
curva richiesta. 

Ove questo problema sia risoluto , ne conseguirti immediatamente che 
ogni curva data d’ ordine n-t-n' puh essere generata dalle 
mutue intersezioni delle curve corrispondenti di due fasci 
proiettivi degli ordini n ed n'. 

La soluzione di quel problema fondamentale dipende da alcuni teoremi do- 
vuti ai signori Chasles e Jokqi ièke», che ora ci proponiamo di esporre. I quali 
teoremi però riguardano soltanto le curve d’ ordine n n' > 2 , poiché , per 
quelle del second’ ordine , basta la proposizinne dimostrata al n.° 50 , come si 
vedrà fra poco (59). Ci sia dunque lecito supporre n ■+■ n' non minore di 3. 

54. Sopra una curva C^.,, d’ ordine n -+■ n' si suppongano presi n- punti 
formanti la base d’ un fascio d’ ordine n , e ritengasi in primo luogo n > n*. 
Siano C„ , r„ due curve di questo fascio. Siccome delle i|s + n'| interse- 
zioni delle curve C«+»’ , C„ ve ne sono n* situate in C'„, cosi (44) le altre 
un’ saranno sopra una curva f,,' d’ ordire n' , la quale è determinata , perché , 

i . — n' 3 — i»’ | n -♦- 3 1 , . 

essendo n > n , si ha n ^ , epperò nn J (*). Analoga- 

mente : siccome delle n ( n ■+• n' ) intersezioni di , C’„ ve ne sono n 5 sopra 
C„, cosi le altre nn saranno in una curva ( d’ordine n’. 

I due luoghi d’ ordine n -+- n', e C' n -+- €„• si segano in ( n -+- n ) s 

punti, de’ quali n J -t- 2nn' = n (n -4- 2n’ ) sono situati in C^,'. Quindi, sic- 


come n (n -+- 2n' ) 


— ( n -t- n’ |(» + ti’+J) 


— I (**) , cosi (41 | anche le 


altre n- intersezioni di que’ due lunghi, ossia gli n" 2 punti comuni a ("„• , 
giacciono in e formano la base d’ un fascio d’ ordine n. Così abbiamo 

sopra f 1(+ „- line sistemi di punti : I’ uno di n- punti , base d’ un fascio d’ or- 
dine n ; P altro di n'* punti , base d’ un secondo fascio d’ ordine n'. Ogni 
curva C„ del primo fascio sega Cu+n' in altri un' punti, che determinano una 
curva C„' del secondo fascio ; e viceversa , questa curva determina la prima. 
Dunque i due fase» sono proiettivi c le intersezioni delle curve corrispondenti 
C H , Cu' sono little situale sopra C, 


(*l Per » = 2 , n’ = I , si ha n = — ; in ogni altro caso é 


t 


Se n = 2 , r>’ = 1 , si ha n ( n -+- 2n' ) = 


( n -t- n" } ( n -f- n r -t- 3 ) 


— 1. 


Per n ^ 3 si ha n ( n ■+■ 2n' | = 
( n -v- n' ) 4 -+■ 3 ( f» -t- n' ) — 2 


( n -+■ n' j 2 -+- n ( n -+- ri ) ■+■ n ( n — n' ) 
2 
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(a) In secondo luogo, si supponga n ~ n. Ogni curva C», condona [Mu- 
gli n a punii di sega questa curva in altri un punti, i quali, in que- 

sto caso, non sono indipendenti fra loro, perchè ogni curva d’ordine n' con- 
( n — 1 )(n-2) „ 

dotta per nn di questi punti passa anche per tutti gli 

altri (41, 43). Dunque , assumendo ad arbitrio altri 


tutti questi 


3 , j |n-t)(n-2 

2 

, n' ( n' -f- 3 ) H- ( n — 1 ) ( n — 2) 


1 = 


{n — n -T- 1 ) 


punti , 


punti giaceranno in una curva C n ' 


iV ordine Quei punti addizionali siano presi sulla curva data 

Analogamente : un’ altra curva C'„ del fascio cP ordine n , sega in nn’ 

... |n’-n+1)(n'-n + 2| 

punti (oltre gli n* punlt-basc) e questi insieme agli 

punti addizionali suddetti determineranno una curva C »• d’ ordine n. 

I due luoghi d’ordine n -+- 0,-4- (7'»' c C n H- O,' hanno in comune 

( ri — n *4* 1 ) ( ri — n -+- 2 ) 


( n n' ) 2 punti, de’ quali n s -t-2nn'- 


C tt+n '. Ma questo numero è eguale a 

— ( « + n' ) ( n + n’ -|- 3 ) 
eppcro > 


( ri -+• ri ) ( n -+- n' 

- 


— 1 -f- (r» — 1 ) (n — 2), 


— 1; dunque (41), le rimanenti 


(n — »+l ) ( n' — n-4-2) 


intersezioni di C„S C sono aneli’ esse in C«. 


ed insieme ai punti addizionali costituiscono la base d’ un fascio d’ ordine ri. 
Così, anche in questo caso, abbiamo in 0*+*' due sistemi di punti, costituen- 
ti le basi di due fasci, degli ordini n , ri. I due fasci sono proiettivi, per- 
che ogni curva dell’ uno determina una curva dell’ altro e reciprocamente. 
Inoltre le curve corrispondenti si segano costantemente in punti appartenenti 


alla data C ^ 


r>. 


( b ) Questo teorema mostra in qual modo , data ima curva d’ ordine 
n n' cd in essa i punti-base d’ un fascio d’ ordine n , si possano determi- 
nare i punti-base d’ un secondo fascio d’ ordine n', proiettivo al primo , tal- 
mente che i due fasci , colle intersezioni delle curve corrispondenti , generino 
la curva data. Rimane a scoprire come si determinino , sopra una curva data 
d’ ordine n ■+■ n , gli n* punti-base d’ un fascio di curve d’ ordine n. 

55. In primo luogo osserviamo che dal teorema di Cìvley ( 44 ) si ricava: 

(n — n' — l)(n — n' — 2) 
Se una curva d’ ordine n n contiene n 1 


(*) CM..LE., Mw thévrèmn yènéravx sur lei courbn et lei ivrfaeei géomttriifun de lovi 
lei nrdrei ( Compì., rrndiw , 28 tWt.mSr. ISÌ7 ). 
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intersezioni di due curve d' ordine n, essa contiene anche tutte le altre. 
Ossia : 

,, . , (n — n' — l) {» — «’— 2) , . „ 

Oliando n* punti-base d un lascio d ordine 

n giacciono in una curva d’ordine n -t- ri , questa contiene anche tulli gli altri. 

Il qual teorema suppone manirestainente n — ri — 2 > 0 ossia n > n -r- 2. 
Sia dunque n > n' -+- 2 c supponiamo che sopra una data curva d’ ordine n ■+■ ri 
si vogliano prendere n s punti costituenti la base d’ un fascio d’ ordine n. Affin- 
chè la curva data contenga gli n* punti-base, basta che ne contenga 

, (n— n'— 1 ) ( n — ri— 2) . .... 

n 1 , cioè devouo essere sodisfatte altrettante condizioni. 

2 

Ora , astraendo dalla curva data , gli ir punti-base sono determinati da 
n ( n -t- 3 ) , 

— — 1 fra essi, e siccome per determinare un punto sono necessarie 

due condizioni, cosi per determinare tutta la base del fascio abbisognerebbe- 
ro n(n-t-3) — 2 condizioni. Ma volendo soltanto che i punti-base siano nel- 

i , • . ...... — — t )(» — «’ — 2) 

la curva data , non si hanno da sodisfare che n’ — 

al 


(n — n — I )(n — ri — 2) 


condizioni libere , cioè d’ altrettanti elementi si 


condizioni ; quindi rimarranno n(n-t-3| — 2 — n 

( n — n ) s 3 ( n -i- n' ) — 2 

“ 2 

può disporre ad arbitrio. Siccome un punto che debba giacere sopra una data 
curva è determinalo da una sola condizione , cosi potremo prendere , ad arbi- 

• ,i , (n — n') s -+- 3 (n-t-n’ ) — 2 . , . , 

trio , nella curva data punti , per lormare la base 

del fascio d’ ordine n. 

Nell’ altro caso poi , in cui sia n ^ ri •+■ 2 , perchè gli n 1 punti-base 

siano nella curva data , occorrono n s condizioni ; quindi , ragionando come 
dianzi, rimarranno n(n-t-3) — 2 — n s = 3n — 2 condizioni libere. Dunque: 
Quando in una curva data d’ordine n-4-n' si voglio- 
no determinare n* punti costituenti la base d’un fascio 
d* ordine n, si possono prendere ad arbitrio nella curva 

(n — n’) a -l- 3 (n -t-n' ) — 2 , , 

— — — —, ovvero 3n — 2 punti, secondo che sia 


n > n' H- 2 , ovvero n ^ ri -+- 2 (*). 

Dai due teoremi ora dimostrati (54,56| risulta che una curva qualun- 


f*) Chablis , D/terminaiion du nombre de poi ut* qu’ on petti prendre eie. ( Compie» r*n- 
dui, 21 seplrnibrf 1837 J. • 
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que d’ ordine m , può essere generala , in infinite maniere diverse , mediante 
due fasci proiettivi, i cui ordini n, n' diano una somma n-t-n=m. 

56. Trovato così il numero de’ punti che si possono prendere ad arbitrio 
sopra una data curva d’ ordine ni , per costituire la base d’ un fascio d’ or- 
dine n < m , rimane determinato anche il numero de’ punti che non sono ar- 
bitrari, ma che ò d’uopo individuare, per rendere complete le basi de’ due 
fasci generatori. Ed invero: se il numero m è diviso in due parti n,n’, que- 
ste o saranno disuguali , o uguali. Siano dapprima disuguali , ed n la maggiore. 

(n — n ) 2 H- 3 ( n va' ) — 2 

Se n>n'-t-2,il numero de’ punti arbitrari è 


Ma le basi de’ due fasci sono rispettivamente determinale da 
’ •+■ 3 ) 


2 

n ( n ■ 


•3 ) 


— I 


e da 
n ( n 


— 1 


■ 3 ) ■+■ i»’ ( n' 


punti; dunque il numero de’ punti incogniti i 

3) „ In — n’) s -t-3(n-t-n') — 2 , . 

2 = nn — 1. 

2 2 
Se n = i» ■+■ 2 , ovvero n — ri -s- 1 , il numero de’ punti arbitrari ò 
3n — 2 , quindi i punti incogniti saranno 
n ( n -t- 3 | + »'( n’ 3 ) , 

2 — ! 3n — 2 ) = nn — 1. 

2 ' 

Quando n ed ri siano uguali , il numero de’ punti arbitrari , che si pos- 
sono prendere nel formare la base del primo fascio , è 3 n — 2 ; ma , determi- 
nata questa base, si può ancora prendere un punto ( addizionale ) ad arbitrio 
nel formare la base del secondo fascio: come risulta dal n.° 54, nel quale 

-, ,, . .. .. . (»'-»+l)(B'-n + 2) 

il numero de punti addizionali arbitrari per 


Dunque il numero de’ 


2 

punti 


incogniti ò 


*i = n f diviene appunto = t 
n(n + 3)+»'(n'+3 ) 

— — — 2 — ( 3n - 2 ) — 1 = tiri — 1. 

Allo stesso risultato si arriva anche partendo da quello de' due numeri 
n, n‘, che si suppone minore. Sia n < ri. Allora, nel formare la base del 
fascio <1’ ordine n si ponno prendere 3n — 2 punti arbitrari ; fissata questa 

(n - n+l)(fi'-f» + 2) 


base, si possono ancora prendere 


punti arbitrari 


nella base del secondo fascio ; quindi i punti incogniti nelle due basi sono in nu- 
n{fi-+-3)-+-n r (n'‘+-3) (n - n+ l|(n'- n -t- 2 ) 

inero — 2 — ( 3n — 2 ) 

2 2 

= tiri — 1 . 


Concludiamo adunque che, nel formare le basi de’ due fasci 
d ' ordini n , n' , generatori d’ una curva d’ ordine n n' , 
v’ha sempre un numero nn'— 1 di punti che non sono ar- 
bitrari, ma che bisogna determinare mediante gli elementi 
che individuano la curva. 
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57. Siano dati 


( n n' ) ( n -+- »*’ 
o 


3) 


punti , pei 


quali si vuol far pas- 


sare una curva d* ordine n H- ri : cioè si vogliano determinare due fasci d’ or- 
dini iìj ri , projctlivi, in modo che il luogo delle intersezioni delle curve cor- 
rispondenti sia la curva d* ordine n -f- ri determinala dai punti dati. 

r n ( b -h 3 ) *+• n* ( n’ -h 3 ) ^ . , ..... 

Siccome Ira gli — 2 punti , che individuano le 

basi de’ due fasci, ve ne sono tiri — 1 clic non si ponno prendere ad arbitrio, 
così non si potranno far entrare nelle due basi che 
n ( n -+- 3 ) -f- ri ( ri ■+• 3 ) , . , . . ... 

2 — (nti — 1 ) punti, scelti ad arbitrio tra i dati. 


Di questi rimangono così 2nn’ -+■ I liberi. Aflìnchè la curva richiesta passi an- 
che per essi , le curve del primo fascio condotte rispettivamente per quei 2iw' H~ 1 
punii dovranno corrispondere projeltivamentc alle curve del secondo fascio con- 
dotte per gli stessi punti. E siccome nello stabilire la projeltività di due for- 
me si possono assumere ad arbitrio Ire coppie di elementi corrispondenti f 8 ) , 
dopo di che, ad ogni quarto elemento della prima forma corrisponde un quar- 
to elemento della seconda , determinato dall’ eguaglianza de’ rapporti anarmoni- 
ci; cosi la corrispondenza precettiva di quelle 2n«' -f- 1 coppie di curve som- 
ministrerà (2 uri -4- t ) — 3 = 2 ( un' — 1 ) condizioni: il qual numero è appun- 
to necessario e sufficiente per determinare gli nri — 1 punti incogniti (*). 

58. Il problema suenuucìato (53) ammette differenti soluzioni, non solo 
a cagione delia molteplice divisibilità del numero esprimente l’ ordine della curva 
domandala in due parti n, ri , ma anche pei diversi modi con cui si potranno 
distribuire fra le basi de’ due fasci generatori i punti che si assumono ad ar- 
bitrio (e quindi anche i punti incogniti). 

Da ciò che si è detto al n.° 56 risulta che: 

Quando voglionsi formare sopra una curva d’ordine 
n + N le basi di due fasci generatori d ’ ordini « , n' , se n , ri 
sono disuguali, si potranno attribuire al solo fascio d’or- 
dine supcriore luti* i punti che è lecito assumere a il ar- 
bitrio; e se n = n' , si possono attribuire ad uno de’ fasci, 
al più, lo II* i punti arbitrari meno uno (**). 


Art. Al. Contri» lo n<» delle curve «Il «erond* ordine. 

59. Se nel teorema (50 ) si pone n = »' = 1 , si ha : 

Date due stelle projettive, i cui centri s i a iw> i punti 
o, ri , il luogo del punto d’ intersezione di due raggi cor- 
rispondenti è una curva di second’ ordine, passante pei 
punti o , ri. 

Reciprocamente: sfotto o, ri due punti fissali ad arbitrio sopra una curva 
di second 1 ordine; tn un punto variabile della medesima. Movendosi m sulla 


* JnjQuikAEs. Ettai *ur la génération lift cnurbes rie. p. u — II. 
(**) CtusLua, Délermination <lu rumóre de poinlt etc. e. «. 


Digitized by Google 



•iil 

curva , i raggi om , dm generano due «Ielle projellirc. Quando m è infinita- 
mente vicino ad o, il raggio om diviene langenle alla curva in o; dunque la 
tangente in o i quel raggio della prima stella , che corrisponde alla retta do 
considerata come appartenente alla seconda stella. 

Da cid scende immediata la costruzione della curva di second’ ordine , 
della quale siano dati cinque punti abeoo' . Si assumano due di essi, od, co- 
me centri di due stelle proiettive, nelle quali (oa, o’a) , (oò , o’i ) , ( oc , o'c) 
siano tre coppie di raggi corrispondenti. Qualunque altro punto della curva sarà 
I’ intersezione di due raggi corrispondenti di queste stelle ( 3 ). Del resto , que- 
sta costruzione coincide con quella che si deduce dal teorema di Pascal (46, c). 
La qual costruzione si applica, senza modificazioni, anche al caso in cui due 
de’ punti dati siano infinitamente vicini sopra una retta data , ossia in altre pa- 
role , al caso in cui la curva richiesta debba passare per quattro punti dati ed 
in uno di questi toccare una retta data ; ecc. 

Se nelle due stelle projetlive, i cui centri sono o, o', la retta od corri- 
sponde a si medesima , ogni punto di essa è comune a due raggi corrispon- 
denti (sovrapposti), epperò quella retta è parte del luogo di second’ ordine 
generato dalle due stelle projetlive. Dunque questo luogo è composto della oo' 
e di un’ altra retta , la quale conterrà le intersezioni de’ raggi corrispondenti 
delle due stelle ( 60 , b ). 

60. Date due punteggiate projetlive A, A' , di qual classe è la curva 
inviluppata dalla retta che unisce due punti corrispondenti i 1 ossia , quante di 
tali rette passano per un punto arbitrario o? Consideriamo le due stelle che 
si ottengono unendo o ai punti della retta A ed ai corrispondenti punti di A' : 
tali stelle sono projetlive alle due punteggiate , epperò projetlive tra loro. Ogni 
retta che unisca due punti corrispondenti di A , A' e passi per o, à eviden- 
temente un raggio comune delle due stelle , cioè un raggio che coincide col 
proprio corrispondente. Ma due stelle projetlive concentriche hanno due raggi 
comuni (IO); dunque per o passauo due rette, ciascuna delle quali è una tan- 
gente dell’ inviluppo di cui si tratta. Per conseguenza quest’ inviluppo è di 
seconda classe. 

Il punto comune alle due rette date si chiami p o q , secondo che si 
consideri come appartenente alla prima o alla seconda punteggiala ; e siano p, g 
i punti corrispondenti a p, q’. Le rette pp' ( A ) c qq ( A ) saranno tangen- 
ti alla curva di seconda classe; dunque questa è tangente alle rette date. 

Reciprocamente : due tangenti fisse qualunque A , A' di una curva di 
seconda classe sono incontrate da una tangente variabile AI della stessa curva 
in punti a , a' che formano due punteggiale projetlive. Quando AI è prossima 
a confondersi con A , a è il punto in cui A tocca la curva ; dunque A tocca 
la curva nel punto q corrispondente al punto q di A ' , ove questa retta i 
segala da A. 

Di qui si deduce la costruzione , per tangenti , della curva di seconda classe 
determinata da cinque tangenti. Due di queste sono incontrate dalle altre tre 
in Ire coppie di punti, i quali, assunti come corrispondenti, individuano due 
punteggiale projetlive. Qualunque altra tangente della curva richiesta sarà de- 
terminata da due punti corrispondenti di queste punteggiate. 

Se nelle due rette punteggiate projetlive A , A ' , il punto di segamento 
delle due rette corrisponde a si medesimo , ogni retta condotta per esso unisce 
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due punii corrispondenti (coincidenti); laonde quel punto è parte dell'invi- 
luppo di seconda classe generalo dalle due punteggiate. Cioè quest’ inviluppo 
sarà composto del detto punto e di un secondo punto , pel quale passeranno 
tutte le rette congiungenti due punii corrispondenti delle punteggiate date (3). 

Gl. Da un punto qualunque di una curva di seconda classe non può con- 
dursi alcuna retta a toccare altrove la curva ( 30 ) , cioè una retta che tocchi 
la curva in un punto non può incontrarla in alcun altro punto. Dunque una 
curva di seconda classe è anche di second’ ordine. 

Analogamente si dimostra che una curva di second’ ordine è anche di se- 
conda classe. V’ ha dunque identità fra le curve di second’ ordine e quelle di 
seconda classe: a patto però che si considerino curve semplici. Perchè il si- 
stema di due rette è bensì un luogo di second’ ordine , ma non già una linea 
di seconda classe; e così pure, il strema di due punti è un inviluppo di se- 
conda classe , senz' essere un luogo di second’ ordine. 

Le curve di second’ ordine e seconda classe si designano ordinariamente 
col nome di coniche. 

6*2. Dal teorema (59) risulta che, se abcd sono quattro punti dati di una 
conica ed m un punto variabile delia medesima , il rapporto anarmonico de’ quat- 
tro raggi m(a, b, c, d ) è costante, epperò eguale a quello delle rette 
a [a, b, c, d), ove aa esprime la retta che tocca la conica in a. 

Reciprocamente: dati quattro punti abcd, il luogo di un punto m, tale 
che il rapporto anarmonico delle rette m(a, b, e, d) abbia un valore dato X, 
è una conica passante per abcd, la quale si costruisce assai facilmente. Infatti: 
se s’ indica con aa una retta condotta per a e tale che il rapporto anarmonico 
delle quattro rette a (a, b, c, d) sia eguale a X 9 \a conica richiesta sarà in- 
dividuata dal dover passare per abcd e toccare in a la retta aa. 

Il luogo geometrico qui considerato conduce alla soluzione del seguente 
problema: 

Date cinque rette o {a!, b', c , d' , e' ) concorrenti in un punto o e dati 
cinque punti abede , trovare un punto o tale che il fascio di cinque rette 
o{a,b,c,d,e) sia proiettivo al fascio analogo o (a', b', c‘, d, e' ). 

$’ imagini la conica luogo di un punto m tale che i due fasci m(a, b, c, d I, 
o ( a ' , b ’ , c y d' ) abbiano lo stesso rapporto anarmonico. E similmente si 
imagini la conica luogo di un punto n tale che i due fasci n [a, b, c, e), 
o (a, 6’, c\ e' ) abbiano lo stes*o rapporto anarmonico. La prima conica passa 
pei punti abcd ; la secouda per abee ; entrambe poi sono pienamente indivi- 
duate. 

Ora, siccome il richiesto punto o dee possedere sì la proprietà del pun- 
to m che quella del punto n , cosi esso sarà situato in entrambe le coniche. 
Queste hanno tre punti comuni abe dati a priori ; dunque la quarta loro in- 
tersezione sarà il punto domandato. Questo punto si costruisce senza previa- 
mente descrivere le due curve; come si mostrerà qui appresso. 

63. Le coniche passanti per gli stessi quattro punti abeo formano un fa- 
scio di second’ ordine. Fra quelle coniche ve ne sono tre, ciascuna delle quali 
è il sistema di due rette: esse sono le tre coppie de’ lati opposti ( bc,ao ), 
( ca , òo) , (ab , ro) del quadrangolo completo a cui sono circoscritte tutte 
le coniche proposte. 

Se per un vertice del quadrangolo, ex. gr. per a, si conduce un’ arbi- 
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traria trasversale A , essa sega ciascuna conica del fascio in un punto. Vice- 
versa ogni punto della trasversale individua una conica del fas.io, che vie- 
ne ad essere determinata dal detto punto c dai (piatirò dati abeo. Dunque 
il fascio di coniche e la punteggiata eh’ esse segnano sulla trasversale A 
sono due forme geometriche projettive: in altre parole, il rapporto anarmoni- 
co de' quattro punti in cui quattro date coniche del fascio segano una tras- 
versale condotta per un punto-base £ costante, qualunque sia la direzione del- 
la trasversale e qualunque sia il puolo-base ; ed invero quel rapporto anar- 
monico £ eguale a quello delle quattro coniche ( 46 ). 

Segue da ciò , che due trasversali A , B condotte ad arbitrio per due 
punti-base a , b rispettivamente , incontreranno le coniche del fascio in pun- 
ti formanti due punteggiate projettive : purché si assumano come corrispon- 
denti que’ punti m,m' ove una stessa conica £ incontrala dalle due trasversali. 
Si osservi inoltre che in queste due punteggiale il punto d’ incontro delle 
due trasversali corrisponde a sé stesso, perché la conica del fascio determina- 
ta da quel punto incontra ivi entrambe le trasversali. Per conseguenza , ogni 
retta min' che unisca due punti corrispondenti delle punteggiale passa per un 
punto fisso » (3, 60). Ogni retta condotta per i segherà le due trasversali 
A , B in due punti situali in una stessa conica del fascio. Dunque : la retta 
co ( che insieme ad ab costituisce una conica del fascio ) passa per i ; il pun- 
to in cui A sega bc ed il punto in cui B sega ao sono in Jinea retta con t ; 
e cosi pure, il punto in cui A sega bo ed il punto in cui B sega ac sono 
in una retta passante per t. 

64. Suppongasi ora che una conica sia individuata da cinque punti dati 
abedf-, ed una seconda conica sia individuata dai punti pur dati abee f. Le 
due coniche hanno tre punti comuni a, b , c dati a priori ; si vuol costruire 
il quarto punto comune o, senza descrivere attualmente le coniche. 

Si conducano le rette ad , be' e si chiamino rispettivamente A , B. La 
retta A incontrerà la seconda conica in un punto e che, in virtù del teorema 
di Pascsi. , si sa costruire senza delineare la curva. Cosi la retta B incon- 
trerà la prima conica in un punto d'. Le rette dd, te concorrano in un pun- 
to i. Sia ni il punto comune alle rette 4 c he; ed m' quello ove si sega- 
no B ed im. lì punto o comune alle am' ed ic sarà il richiesto. Que- 
sta costruzione £ pienamente giustificata dalle cose esposte nel numero pre- 
cedente (*). 


ìbt. XII. Coulruxionc* «Iella curva «Il ter»* ordito 
determinala da nove punti. 


65. Il teorema generale (50) per »i = 2, n' = 1 , suona cosi: 

Dato un fascio di coniche, projettivo ad una stella da- 
ta, il luogo de' punti in cui i raggi della stella segano le 


*) Veggasi anche: Scmroteh, ProOlematii geometrici ad super fieiem scruniti ordini s per da- 
ta panda construcndam spretanti/ solatio nova , Yralislavi» 1862, p. 13. 
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corrispondenti coniche è una curva di t e r z ’ ordine (o cu- 
bica ) passante pei quattro punti comuni alle coniche c 
pel centro della stella. 

Se o è il centro della stella , la tangente in o alla cubica * il raggio 
corrispondente a quella conica ( del fascio ) che passa per o. 

Se a «' uno de’ punti-base del fascio di coniche, la tangente in a alla 
cubica ò la retta che nel punto medesimo tocca la conica corrispondente al 
raggio oa (51 , a). 

I teoremi inversi del precedente si ricavano da quello del n.° 54 : 

f.° Fissati ad arbitrio in una cubica quattro punti abcd , ogni conica 
descritta per essi sega la cubica in due punti mm' ; la retta mm passa per 
tiu punto fìsso o della cubica medesima. Le coniche per abcd e le rette per o 
formano due fasci progettivi. II punto o dicesi opposto ai quattro punti aòcrf. 

2.° Fissati ad arbitrio in una cubica tre punti abc ed un altro punto 
o, ogni retta condotta per o sega la curva in due punti mm ; la conica de- 
scritta per abcmm ' passa per un altro punto fìsso d della cubica. Le coniche 
per abcd e le rette per o si corrispondono proj et (iva mente. 

66. Siano ora dati nove punti abcdefghi c si voglia costruire la curva di 

terz’ ordine da essi determinata, mediante due fasci projettivi, l’uno di co- 
niche , I’ altro di rette. Per formare le basi de’ due fasci sono necessari cin- 
que punti: ma uno fra essi (57) non può essere assunto ad arbitrio fra i 

punti dati, bensì solamente gli altri quattro. 

Secondo clic il punto incognito si attribuisce al fascio di rette o al fa- 
scio di coniche , si hanno due diversi modi di costruire la curva di terz' ordi- 

ne, i quali corrispondono ai due teoremi (65, l.°, 2.°). Noi qui ci limitiamo 
al solo primo modo di costruzione , che ò dovuto al sig. Ciiasles (*). 

linaginiamo le cinque coniche circoscritte al quadrangolo abcd e passanti 
rispettivamente per e 9 f> g , h, i. Il sistema di queste cinque coniche si può 
rappresentare col simbolo: 

| abcd ) ( «, f, g, A, i ). 

Si tratta dunque di trovare un punto o tale che il sistema di cinque rette 
»( «) f » S» k, i) 

sia proiettivo al sistema delle cinque coniche. Siccome quest’ ultimo sistema ò 
proiettivo a quello delle tangenti alle coniche nel punto a (46), così l’at- 
tuale problema coincide con tino già risoluto (62,64). Determinato il pun- 
to o opposto ai quattro abcd , sono determinali i fasci generatori; e con ciò 
la quistione «' risoluta. 

67. Suppoiigansi ora due cubiche individuate da due sistemi di nove punti, 
fra i quali ve ne siano quattro abcd comuni alle due curve. Queste si seghe- 


(*■ Construction de la courbe da 3. ordrc dr'trnninre par ntuf paini * ( Compie* rendi» , 30 
mai 1 853 . 

Per allrc «MlntiMl delle cubiche c delle curve d’ ordine superiore reggami le eccellenti Memorie- 
JovQnài», Ena » sur la génfration des courbes géimHriqaet eie. — Hvhitksbergcb , Veber die 
Erzeugung geomeiriteker Curven (Giornale Crkllv-Boucbaiuit, I. 58, Berlino 1880, p. 54 l. 
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ranno in altri cinque punti che individuano una conica. Questa conica può 
essere costruita senza conoscere quei cinque punti ^ cioè senza descrivere le 
due cubiche. 

Si consideri il fascio delie coniche circoscritte al quadrangolo abed ; una 
qualunque di esse sega la prima cubica in due punti mn e la seconda cubica 
in due altri punti m'n. Le rette tnn , m'n' incontrano nuovamente le cubiche 
in due punti fìssi o, 6 che sono gli opponi ai dati abed , rispetto alle due 
cubiche medesime. Variando la conica , le rette omn , o'm’n' generano due 
stelle proiettive al fascio di coniche , epperò proiettive fra loro. I raggi cor- 
rispondenti di queste stelle si segano in punti il cui luogo è una conica pas- 
sante per o j o ed anche pei cinque punti incogniti comuni alle due cubiche. 
Essa è dunque la conica domandata. 

( a ) Di questa conica si conoscono già due punti o , o ; altri tre si pos- 
sono dedurre dalle tre coppie di lati opposti del quadrangolo abed , considerale 
come coniche speciali del fascio. Infatti: siano rn , n i punti in cui la prima 
cubica è incontrata nuovamente dalle rette he , ad ; ed m' , n quelli in cui 
queste medesime rette segano la seconda cubica. Le rette mn , m'n! sono due 
raggi corrispondenti delle due stelle proiettive , i cui centri sono o , o! ; dun- 
que il loro punto comune appartiene alla conica richiesta. Analogamente dicasi 
delle altre due coppie di lati opposti ( ca , M), [ab, cd ). 

Di qui segue che, de’ nove punti comuni a due cubiche, cinque qualun- 
que individuano una conica la quale passa pel punto opposto agli altri quattro, 
rispetto a ciascuna delle cubiche (*). 

(b) Siano abed , àb’c'd’ otto punti comuni a due cubiche; o, o i punti 
opposti ai due sistemi abed, a'b'c'd' , rispetto alla prima cubica. La retta oo' 
sega questa cubica in un terzo punto x. Dalla definizione del punto opposto 
segue che le coniche individuate dai due sistemi abedó , a’b c'd' o passano en- 
trambe per x. Dunque x è il nono punto comune alle due cubiche (**). 

(c) Se abed sono quattro punti di una cubica, il loro punto opposto o 

può essere determinato così. Siano m , n i punti in cui la curva è incontrata 
dalle rette ab , ed ; la retta mn segherà la curva medesima in o. Se i punti 

abed coincidono in un solo a , anche m , n coincidono nel punto m in cui 

la cubica è segata dalla tangente in a ; ed o diviene 1* intersezione della curva 
colla tangente in m. Dunque, se (39, b) m si chiama il tangenziale di a ed 
o il tangenziale di m ossia il secondo tangenziale di a, si avrà: 

Se una conica ha un contatto quadripunio con una cu- 

bica, la retta clic unisce gli altri due punti di segamento 
passa pel secondo tangenziale del punto ili contatto. 

Da ciò segue immediatamente che: 

La conica avente un contatto cinquipunto con una cu- 

bica incontra questa sulla retta congi ungente il punto di 
contatto al suo secondo tangenziale (***)• 


i *) PlDckbr , Theorie der algeb. Curven , p, 56. 

(**) IIabt , Comtruction by thè ruler alone to del ermi ne thè ninth point of interferitoli of 
tiro eurvet of thè third degree (Cambridge and DnMin Mathematica! Journal, voi. 0, Cambridge 1851, 
p. 1811. 

!*•*) PoxcsLiT, Analyte det franti er sale s , p. 135. 
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(d) Dai teoremi |b) e (c) si raccoglie che, se due cubiche hanno fra 
loro due contatti quadripunti ne’ punti a, ai, il nono punto di intersezione 
x è in linea retta coi secondi tangenziali o, 6 de’ punti di contatto a, a. 
Se a, a coincidono , anche ai coiocide con o ed x è il suo tangenziale , 
cioè il terzo tangenziale di a; dunque: 

Tutte le cubiche aventi un contatto ollipunlo con una 
data cubica in un medesimo punto, passano pel terzo tan- 
genziale del punto di contatto (*). 

(e) Il teorema (45,b) applicalo ad una curva del terz’ ordine suo- 
na cosi : 

Se una cubica è segala da una curva dell’ nrdiue n in 3n punti , i 
tangenziali di questi giacciono tutti in un’ altra curva dell’ ordine n. 

Donde segue immediatamente (44): 

Le coniche aventi un contatto cinquipunto con una data cubica ne’ punti 
in cui questa è segata da una curva dell’ ordine n , segano la cubica medesi- 
ma in 3n punti situati in un’ altra curva dell’ ordine n. 

Ed anche: 

Se una conica Ita un contatto cinquipunto con una cubica in a c la sega 
in b, e se ai, b' sono i tangenziali di a,b, un’altra conica avrà colla cubi- 
bica un contatto cinqitipunlo in n e la segherà in b'. 


(* Salmo*, On curve s of thè third urder : fMnlotnptiicai Traasact«on< «f llir Royal Society , 
tol. 118, part 2, l.nmtoa 1 8-19 , p. 535). 
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SEZIONE II. 

TEORIA DELLE CURVE POLARI. 


Irt. XIII. DoUnlÉlono e proprietà fondamentali 
delle rorve polari. 


68. Sia data una linea piana C„ deir ordine n, e sia o un punto fissato 

ad arbitrio nel suo piano. Se intorno ad o si fa girare una trasversale cbe in 
una posizione qualunque seghi C n in n punti , il luogo de 9 centri 

armonici, di grado r, del sistema a l a^...a„ rispetto al polo o (11 ) sarà una 
curva dell’ ordine r, perchè essa ha r punti sopra ogni trasversale condotta 
per o. Tale curva si dirà polare ( n — r del punto o rispetto alla 

curva data ( curva fondamentale) (*). 

Così il punto o dà origine ad n — 1 curve polari relative alla linea data. 
I*a prima polare è una curva d’ ordine n — 1 ; la seconda polare è dell’ ordine 
n — 2 ; ecc. \J ultima od ( n — 1 ) w '° polare , cioè il luogo dei centri armo* 
nici di primo grado, è una retta {**). 

69. I teoremi altrove dimostrati (ni), pei centri armonici di un sistema 

di n punti in linea retta, si traducono qui in altrettante proprietà delle curve 

polari relative alla curva data. 

( a ) Il teorema (12) può essere espresso cosi : se m è un punto 

della polare (n — r ) mn di o, viceversa o è un punto della 
polare (r) 1 "® di m (* ## ). 

Ossia : 

Il luogo di un polo, la cui polare (r ) m " passi per un 

dato punto o, è la polare (n— r)*" a di o. 

Per esempio: la prima polare di o è il luogo de’ poli le rette polari 

de 9 quali passano per o; la seconda polare di o è il luogo de' poli le cui 

coniche polari passano per questo punto; ecc. 

|b) Dal teorema (13) segue immediatamente che: 

L T n polo qualsivoglia o ha la stessa polare (s) w ‘® rispetto 
alla data linea C n e rispetto ad ogni curva polare d’or* 

dine più alto, dello stesso punto o, considerata come curva 
fondamenta le. 

Dunque: la seconda polare di o rispetto a C„ è la prima polare di o re- 
lativa alla prima polare del punto stesso presa rispetto a C» ; la terza polare 


{*) Ghasmuxm, Theorie der Centrateti > Giornale di Grulle, t. 24, Berlino 1842, p. 262). 

**/ Il leorrma relativo ai emiri armonici di primo grado è di Coma; vedi Maci.u<riw , /. e. 
p. 205. 


<***) Borillier, Thèorèmes sur les polaires successive* (Annate* de Gca«o*m , t. 19, Nisme* 
1828-29, p. 30.» . 
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é la prima polare relativa alla seconda polare cil anche la seconda polare re- 
lativa alla prima polare; ecc. f I 

(c) Il teorema ( 14 (/somministra il seguente: «X' J'nuAf». 

La polare (r’)“'“ di un punto o rispetto alla polare (r )“" ‘ ' * 

di un altro punto o (relativa a C„) coincide colla polare 
(r)““ di o rispetto alla polare ( r’ di o’ (relativa a C„) (*). 

Questo teorema é, come apparirà in seguito, fecondo di molle conse- 
guenze. Ecco intanto una proprietà che emerge spontanea dal confrontarlo col 
teorema (69, a). 

(dj Supponiamo che la polare ( r di o rispetto alla polare ( r di 
o passi per un punto m, ossia che la polare ( r di o rispetto alla polare (r')"“ 


di o' passi per m. Dal teorema ( 69 , a ) segue clic la 



di m rispetto alla polare ( r di o' passerà per o , ossia clic la polare fr’ )“'' 
di o rispetto alla polare ^(n — r’) — r\ di m passa |ier o. Duni|iie : 


Se la polare ( r' )"* di o rispetto alla polare ( r )"'" di o 
passa per ni, la polare (r')” 1 ” di o rispetto alla polare 
j n — r — r' di m passa per o. 

70. Tornando alla definizione (68), se il palo o è preso nella curva 
fondamentale, talché esso tenga luogo di uno degli n punti a, a, . . . a„ , il centro 
armonico di primo grado si confonderà con o. Ma se la trasversale è tangente 
alla curva in o , due de’ punti a l a ì ■ . ■ a„ coincidono con o ; onde , riuscendo 
indeterminato il centro armonico di primo grado, può assumersi come tale un 
punto qualunque della trasversale (17). Questa è dunque , nel caso attuale , il 
luogo de’ centri armonici di primo grado; vale a dire: la retta polare di 
un punto della curva fondamentale é la tangente in que- 
sto punto. 

Quando il polo non giaccia nella curva fondamentale , ma la trasversale 
le sia tangente , due de' punti < 1 , 0 ., . . . a„ coincidono nel punto di contatto ; 
cpporò questo sarà (16) un centro ormonico di grado n — 1 , ossia un punto 
della prima polare. Dunque: la prima polare di un punto qua- 
lunque sega la curva fondamentale ne’ punti ove questa 
è toccala dalle rette tangenti che passano pel polo. 

La prima polare é una curva dell’ ordine n — 1 , talché segherà l'„ in 
n ( n — 1 ) punti. Donde s’ inferisce che da un punto qualunque si possono 
condurre n ( n — 1 ) tangenti alla curva fondamentale (**) , ossia : 

Una curva dell’ordine n é, in generale, della clas- 


se n( n — 1 ). 

71. Se il polo o é preso nella curva fondamentale, qualunque sia la 
trasversale condotta per o, una delle intersezioni a,<l.j...a„ coincide con o 
medesimo ; onde ( 1 7 ) o sarà un centro armonico , di ciascun grado , del si- 
stema 3,0^ . . . a„ rispetto al polo o. E ciò torna a dire che tutte le polari di 
o dalla prima sino all’ ( n — 1 )"“ passano per questo punto. 


(* ptncKtn, Veber rio ne tuo Coordinateneystem (Giornale di Casti* , l. 5, Berlino l H.'lj, pd I ) 
I**) Poscklbt , Solution .... ruin> il' ime littorie dei polairet rtciproquci eie. : A inule- de 
0KDGOM5S, I. 8» Ninne» 1817-18» p. 214). 
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Ma v’ha di più. Se la trasversale è tangente a C H in o, in questo sono 
riuniti due punti a, quindi anche (17) due centri armonici di grado qualun 
que ; cioè la curva. fondamentale è toccata in o da tutte le 
polari di questo punto. 

Dallo stesso teorema (17) segue ancora che la prima polare di un punto 
o della curva fondamentale è il luogo de’ centri armonici di grado n — 2 , re- 
lativi al polo o , del sistema di u — 1 punti in cui C* è incontrata da una 
trasversale variabile condotta per o. Gli n In — Il — 2 punti in cui la prima 
polare di o sega C„ (oltre ad o, ove queste curve si toccano) sono i punii 

di contatto delle rette che da o si possono condurre a toccare altrove la curva 

data. 

72. Supponiamo che la curva C„ abbia un punto rf multiplo secondo il 
numero r. Ogni retta condotta per d sega ivi la curva in r punti coinciden- 
ti , piperò (17) rf sarà un punto (r)*’ 1 " per ciascuna polare del punto stesso. 

Ciascuna delle tangenti agli r rami di C„ incontra questa curva in r ■+■ 1 
punti coincidenti in d (31); onde considerando la tangente come una trasver- 
sale (68), in d coincidono r t punti a, epperò anche r -t- 1 centri armo- 

nici di qualunque grado, rispetto al polo d (17). Dunque le r tangenti (li C„ 
nel suo punto multiplo d toccano ivi anche gli r tanti di qualunque curva 
polare di d. 

Ne segue che le polari (n — l)"*, In — 2 )"•,... In — rn- I )”" del 
punto d sono indeterminale, e la polare (n — r) m “ del punto stesso è il sistema 
delle r tangenti dianzi considerate (31). 

Quest’ ultima proprietà si rende evidente anche osservando che, riguar- 
dala la tangente in d ath un ramo di come una trasversale condotta pel polo 
d (68), vi sono r -t- 1 punti a coincidenti insieme col polo, onde qualunque 
punto della trasversale potrà essere assunto come centro armonico di grado 
r (17). Cioè il fascio delle (aggelili agli r rami di C„ costituisce il luogo dei 
centri armonici di grado r, rispetto al polo d. 

73. Sia o un polo dato ad arbitrio nel piano della curva C H , dolala di 
un punto d multiplo secondo r. Condotta la trasversale od , r punti a coinci- 
deranno in d • quindi (16) questo medesimo punto terrà luogo di r — s centri 
armonici del grado n — i (s<r); ossia: 

Un punto ( r )'''“ della curva fondamentale è multiplo se- 
condo r — s per la polare (* )" , “ di qualsivoglia polo. 

(a) Applichiamo le cose premesse al caso che C„ sia il sistema di n 
rette concorrenti in uno stesso punto d. Questo, essendo un punto («p*'" pel 
lungo fondamentale, sarà multiplo secondo n — 1 per la prima polare di un 
punto qualunque o; la quale sarà per conseguenza composta di n — 1 rette 
incrocianlisi in d. 

Condotta pel polo o una trasversale qualunque che, seghi le n rette date 
in a,a 4 ...a u , se sono i centri armonici di grado n — 1, le 

rette d(m,, m^,...m„_ l ) costituiranno la prima polare di o (20). Questa 
prima polare non cambia (18), quando il polo o varii mantenendosi sopra una 
retta passante per d. 

Se fra le n rette date ve ne sono s coincidenti in una sola da, nel punto 
a saranno riuniti (16) * — 1 centri armonici di grado n — 1 , epperit t — 1 
rette dm coincideranno in da, qualunque sia o. 

8 
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(b) Come caso particolare, per n = 2 si ha: . 

Se la linea fondamentale è (in pajo di rette </ ! a, , a. t ) , la polare di 
un punto o è li retta coniugata armonica di do rispetto alle due date (*). E 
se queste coincidono, con esse si confonde anche la polare, (|ualun<|ue sia il 
polo. 

74. Ritorniamo ad una curva qualunque r„. dotata di un punto (ri' 1 ' 1 d. 
Assunto un polo arbitrario o, la prima polare di questo passerà r — 1 volte 
per d (73); e le r rette tangenti a C„ in d costituiranno I’ (n — r)"“ pola- 
re del medesimo punto d ( 72 ). Analogamente le r — 1 tangenti in d alla 

( \ W *° 

(n— I)— (r — 1)) polare di d rispetto 

alla prima polare di o , ossia , ciA che è Io stesso ( 69 , c ) , la prima polare 
di o rispetto all’ (n — r)™" polare di d. Dunque (73, a): 

Se la curva fondamentale ha un punto (r) f, “ d, le 'tan- 
genti in d alla prima polare di un polo qualunque o sono 
le r — ! rette, il cui sistema è la prima polare di o ri- 
spetto al fascio delle r tangenti alla curva fondamentale 
in d. 

(a) Di qui s’ inferisce, in virtù del teorema (73, a), che le prime po- 
lari di luti’ i punti di una retta passante per d hanno in questo punto le stesse 
rette tangenti. 

(b) Inoltre, se s tangenti di nel punto multiplo d coincidono in una 
sola retta , in questa si riuniranno anche t — 1 tangenti della prima polare di 
o ( 73 , a ) ; onde , in tal caso , d rappresenta r ( r — 1 ) -+- s — I intersezioni di 
('„ colla medesima prima polare ( 32 ). Il numero dèlie intersezioni rimanenti 
A ti(n— t) — r(r — 1 ) — (s— 1 ); perciò questo numero esprime quante tan- 
genti (70) si possono condurre dal punto o alla curva fondamentale ( supposto 
però che questa non abbia altri punti multipli )% In altre parole : 

Se la curva fondamentale ha un punto multiplo secon- 
do r, con s tangenti sovrapposte, la classe della curva è 
diminuita di r ( r — 1 ) -t- • — f unità. 

(c) Queste proprietà generali, nel caso r = 2, 1=1 e nel caso r = 2, 
s = 2 , danno ( 73 , b): 

Se la curva fondamentale ha un punto doppio d , la prima polare di un 
polo qualunque o passa per d ed ivi ò toccata dalla retta coniugata armonica 
di do rispetto alle due tangenti della curva fondamentale. 

Se ia curva fondamentale ha una cuspide d, la prima polare di un polo 
qualunque passa per d ed ivi ha per tangente la stessa retta che tocca la 
curva data. 

Per conseguenza , la prima polare di o sega C, in altri n ( n — 1 ) — 2 
o n ( n — 1 ) — 3 punti ( oltre d ) , secondo che d è un punto doppio or- 
dinario o una cuspide. Cioè la classe di una curva s' abbassa di due unità 
per ogni punto doppio e di ire per ogni cuspide (**). 


{’) A <]««!» retta ,1 as II nome ai polare ari punta o rispetto all'angolo a, du,. 

(* *) PtDcKER, Solution rf' unc qutttion fondamentale eoncernant la t hènne generale dei covr- 
ite» ( Giornale «li Chelle, I. 12, Berlino 1831, p. 107 . 
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(il) Per r qualunque ed i = 1 si ha : 

. Se C„ ha r rami passami per una slessa punto con ungenti tutte distinte , 
la classe é diminuita di r(r — 1 ) unità; vale a dire, un punto ( r ) p, ° con 
r tangenti distinte produce lo stesso effetto , rispetto alla classe della curva , 

come — — punti doppi ordinari. La qual cosa è di un’ evidenza intuiti- 


va; perché, se r rami s'incrociano in uno stesso punto, questo lien luogo 

«legli — — punti doppi che nascono dall’ intersecarsi di quei rami a 

due a due. 

Ma se s rami hanno la tangente comune, combinando ciascun d’essi col 
successivo si hanno s — I cuspidi , mentre ogni altra combinazione di due ra- 
mi darà un punto doppio ordinario. Ossia: un punto ( r con s tan- 
genti riunite produce, rispetto alla classe della curva, 

la stessa diminuzione che produrrebbero f -— - ^ — ( a — I ) 


punti doppi ordinari ed s — I cuspidi. 

75. Da un polo o condotte due trasversali a segare la curva fondamen- 
tale C„ rispettivamente in a,aj...a„, b t b t ...b„, se a, f sono i centri ar- 
monici, di primo grado, di questi due sistemi di n punti rispetto ad o, la 
retta polare di o sarà ari. Donde segue che, se pei medesimi punti a,a 4 . .. a„, 
b,6 i .. .6„ passa una seconda linea C’„ dell’ ordine n , la retta ajl sarà la 
polare di o anche rispetto a C ‘„ . Imaginando ora che le due trasversali oa, 
o b siano infinitamente vicine , arriviamo al teorema : 

Se due linee dell’ordine n si toccano in n punti si- 
tuati in una stessa reti :r, un punto qualunque di questa 
ha la medesima retta polare rispetto ad entrambe le li- 
nee date (*). 

La seconda linea può essere il sistema delle tangenti a C„ negli u pun- 
ti a,Oj . . . a„ ; dunque : 

Un polo, che sia in linea retta con n punti di una 
curva dell’ordine n, ha la stessa retta polare rispetto 
alla curra c rispetto alle tangenti di questa negli n 
punti. 

Ciò torna a dire che , se una trasversale tirala ad arbìtrio pel polo o in- 
contra la curva in c l c i ...c„ e le n tangenti in t l t s .,.(„ ) si avrà (11): 


I I 

0 C| oc, 


1 _ 1 
oc,, ol, 


ol i 



TC. Sian date n rette A,A S ...A„ situate comunque nel piano, ed un 
polo o; sia P r la retta polare di o rispetto al sistema delle n— I rette 


i*) Salmo*. A treatiee on thè higher piane curves , uublin ISS2, p. S4. 
. * * i Maclalium, I . e. p. 201. 
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4,-4*. .. Ar^Ar+i ■ • . A„ consideralo come luogo d’ordine n— I; c sia a, 
il punto in cui P r inconlra A, . In rimi del teorema (15), a, è anche il 
centro armonico di primo grado , rispello al polo o , del sistema di n punii 
in cui le n relle date sono tagliale dalla trasversale o a , ; dunque: 

Date ii relle ed Un polo o, il punto, in cui una qua- 
lunque delle rette date incoulra la retta polare di o ri- 
spetto alle altre n— -1 relle, giace nella retta polare di 
o rispello alle n relle (*). 

Da questo teorema , per n = 3 , si ricava : 

Le rette polari di un ponto dato rispetto agli angoli di un trilatero 
incontrano i lati rispettivamente opposti in tre punti situati in una stessa ret- 
ta, die e la polare del punto dato rispetto al trilatero riguardato come luo- 
go di terz’ ordine. 

E reciprocamente: se i lati 6e, co, ab di un trilatero abe sono incon- 
trali da una trasversale in a', b', e', e se a, , 6, , c, sono ordinatamente i con- 
iugati armonici di a, 4', c' rispetto alle coppie bc, ca, ab , le rette aa, , 46, , re, 
concorrono in uno stesso punto ( il polo della trasversale ). 

77. Le prime polari di due punti qualunque o , o' (rispetto alla data 
curva C„ ) si segano in ( ra — 1 ) a punti , ciascun de’ quali , giacendo in en- 
trambe le prime polari, avrà la sua retta polare passante si per o che per o 
(69, a). Dunque: 

Una retta qualunque è polare di (n — 1)- punti diver- 
si, i quali sono le intersezioni delle prime polari di due 
punti arbitrari della medesima. Ossia: 

Le prime polari di -luti’ i punii di una rolla formano 
un fascio di curve passanti per gli stessi (n— 1 )'* punii (**). 

(a) In virtù di tale- proprietà , tulle' le prime polari passanti per un 
punto o hanno in comune altri (n — 1 ) 4 — t punti, cioè formano un fascio, 
la base del quale consta degli ( n — 1 j ~ poli della retta polare di o. Per 
due punti o , o passa lina sola prima polare ed è quella il cui polo è P in- 
tersezione delle rette polari di o eil 6. 

Dunque tre prime polari bastauo per individuare unte le altre. Infatti: 
date tre prime polari C‘, C " , C'", i cui poli non siano in linea retta , si do- 
manda quella che passa per due punti dati o, o . Le curve C,C" determi- 
nano un fascio, ed un altro fascio è determinato dalle C', C". Le curve che 
appartengono rispettivamente a questi due fasci e passano entrambe per o in- 
dividuano un terzo fascio. Quella curva del terzo fascio che passa per o è 
evidentemente la richiesta. 

(b) Se tre prime polari, i cui poli non siano in linea retta, passano 
per uno stesso punto , questo sarà comune a tutte le altre prime polari c sarà 
doppio per la curva fondamentale (73); infatti la sua retta polare, potendo 
passare per qualunque punto del piano (69, a), riesce indeterminata (72). 


(*) Caylby , Sur quelques thtorème* de la géomttrie de position ( Gjornalt di Canai , t. 31 , 
tortino 1847, |>. 374 ). 

(**i Bobilueh . Démontiralion» de quelques théorèmei «ir tee lignee etc. ( Armile* di Ciu- 
co* m , t. 18, Nitrati 1827-28, p. 87 ). 
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78. Suppongasi che la polare (r)““ di un punto o abbia un punto dop- 
pio o , onde la prima polare di un punto arbitrario m rispetto alla polare 
i r di o (considerala questa come cunra fondamentale) passerà per 6 (73). 
A cagione del teorema ( 69 , d) , la prima polare di m rispetto alta (n — r— 1)"° 
polare di o' passerà per o. Inoltre, siccome F(r-t-l polare di o passa 

per o' , cosi il ponto o giace nell’ ( n — r — I )"*“ polare di o (69, a). 

Dunque ( 77 , b) : 

Se la polare (r)" 1 " di o ha un punto doppio o, vicever- 
sa l’(n — r — I )** polare di o' ha un punto doppio in o (*). 

Per esempio : se la prima polare di o ha mi punto doppio o', la conica 
polare di o‘ sarà il sistema di due rette segantisi in o; e viceversa. 

(a) Se la data curva C„ ha una cuspide il , la conica polare di questo 
punto si risolve in due rette coincidenti nella retta che tocca C„ in d ( 73 ), 
Ciascun punta) m di questa retta può riguardarsi come un punto doppio della 
conica polare di- <1; dunque d sarà un punto doppio della prima polare di 
m, ossia: 

Se la curva fondamentale ha una cuspide, la prima 
polare di un punto qualunque della tangente cuspidale 
passa due volte per la cuspide. 

Queste prime polari aventi un punto doppio in d formano un fascio ( 77, a j; 
e p però fra esse ve ne sono due, per le quali d è una cuspide (48). lillà 
delle due prime polari cuspidate i quella che ha per polo lo stesso puli- 
to d (73). 

(b) L’ (s)““ polare di un punto m rispetto all’ (r)”° polare di un al- 
tro punto o abbia un punto doppio a! ; vale a dire ( 69 , c ) , P ( r )"* polare 
di o rispetto all’ ( s )”*" polare di m passi due volte per o'. Applicando al- 
P (l)™* polare di m il teorema dimostrato per la curva (78), troviamo 

( \ ina 

(n — s) — r — Il polare di o‘ rispetto all’ (•)"“ polare di m ha 

un punto doppio in o. Dunque : 

Se I’ («)”"■ polare di m rispetto all’. (r)’"“ polare di o 
ha un punto doppio o', viceversa I’ ( s )™*“ polare di in ri- 
spetto a 1 1 ’ ( n — r — i — 1 )"“ polare di o' avrà un puntodop- 
p i o in o. 

79. L’Ir)"" polare di o abbia una cnspide o’; P (n — r— 1 )"“ polare 
di o passerà due volle per o (78). Se poi si designa con m un punto qua- 
lunque della retta che tocca nella cuspide o P (r)'"“ polare di o, la prima 
polare di m rispetto alla stessa ( r )““ polare di o avrà un punto doppio in 
o (78, a); epperà (78, b) la prima polare di m rispetto all’(n — r — 3)”° 
polare di o avrà un punto doppio in o. 

Da questa proprietà , fatto r = 1 , discende : 

Se la prima polare di o ha una cuspide o , ciascun 
punto della tangente cuspidale ha per conica polare, re- 


(* Smista. Allgnneine Eigmickaftrn dtr algebraiiek en Correa i Giornale di Cali LE , I. 4T. 
Brrliiio 1853, p 4 . 
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1 a I i v a mente alla cubica polare di o', un pajo di rette in- 
crociar) tisi in o. 

E evidente die cia&cuna di queste rette determina 1’ altra, vale a dire, 
tutte le analoghe paja di rette costituiscono un' involuzione ( di secondo gra- 
do ) ; onde nella tangente cuspidale vi saranno due punti , ciascun de’ quali 
avrà per conica polare ( rispetto alla cubica polare di o' J un pajo di rette 
riunite in una .sola retta passante per o. 

Il punto o è doppio per la conica polare ( relativa alla .cubica polare 
di o’ ) di ciascun punto m della tangente cuspidale; viceversa adunque (78) 
m è un punto doppio della conica polare di o ( relativa alla cubica polare 
di o ). Ossia: la retta che tocca la prima polare di o nella cuspide o\ con- 
siderata come il sistema di due rette coincidenti, è la conica polare di o 
rispetto alla cubica polare di o'. 

Le rette doppie dell’ involuzione suaccennata incontrino la tapgentc cuspi- 
dale in o,, o , . Siccome o, è un punto doppio sì per la conica polare (sem- 
pre rispetto alla cubica polare di 6 ) di o , che per la conica polare rappre- 
sentata dalla retta oO| , cosi (78) la conica polare di o, avrà un punto dop- 
pio in o ed un altro sopra o,o a , vale a dire, sarà il sistema di due rette 
coincidenti. Dunque le rette oo i9 oo, costituiscono separatamente le coniche 
polari de’ punii o, , o 1 ; ossia: 

Se la prima polare di o ha irn a cuspide 6 , n e 1 1 a tan- 
gente cuspidale esistono due punti o, , , i quali insie- 

me con o formano un triangolo, tale che ciascun lato 
considerato come due rette coincidenti è la conica pola- 
re del vertice opposto, relativamente alla cubica polare 
del p u n t o o’ . 

80. Consideriamo ora una tangente stazionaria della data curva C„ ed il 
relativo punto di contatto o flesso ». Preso un polo o nella tangente staziona- 
ria e considerala questa come trasversale ( 68 j , tre punii a sono riuniti nel 
flesso (29),epperò questo tien luogo di due centri armonici del grado n — 1 
e di un centro armonico del grado n — 2 (16). Vale a dire, la prima pola- 
re di o passa per « ed ivi tocca C» ; e per i passa anche la seconda po- 

lare di o. 

Come adunque per t passa la seconda polare d’ ogni punto o della tan- 
gente stazionaria, così (69, a) la conica polare di t conterrà tuli’ i punti 
delia tangente medesima. Dunque I a conica polare di un flesso si 
decompone in due rette, una delle quali è la rispettiva 
tangente stazionaria. 

Se t è il punto comune alle due rette che formano la conica polare del 
flesso », la prima polare di t avrà (78) un punto doppio in ». Ossia: un 

flesso della curva data è un punto doppio di una prima polare , il cui polo 

giace nella tangente stazionaria. 

Se un punto p appartiene a C * ed ha per conica polare il sistema di 
due rette, esso sarà o un punto doppio o un flesso della curva data. Infatti: 
o le due rette passano entrambe per p, e la retta polare di questo punto rie- 
sce indeterminata, cioè p è un punto doppio della curva. Ovvero, una sola 
delle due rette passa per p, ed è la tangente alla curva in questo punto (71); 
tuli’ i punti di questa retta appartengono alle polari (n — I ) wa ed (n — 2) ,rt “ 
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ili p , dunque la prima c la seconda pulare di ciascun di que’ punii passa per 
p, il che non pud essere, se quella retta non ha in p un contatto (ripunto 
colla curva data (16). 

81. Siccome ad ogni punto preso nel piano della curva fondamentale 
corrisponde lina retta polare, così domandiamo: se il polo percorre una (lata 
curva f„ d J ardine m , di qual classe è la curva inviluppala dalla retta pola- 
re ? ossia , quante rette polari passano per un arbitrario punto o , ciascuna 
avente un polo in C,„? Se la retta polare passa per o, il polo £ (69, a) 
nella prima polare di o, la quale sega in m(n — 1) punii. Questi sono i 
soli punti di C m , le rette polari de’ quali passino per o ; dunque : se il polo 
percorre una curva dell’ ordine m, la retta polare invi- 
luppa lina curva delia classe min — I). 

( a ) Per m — 1 si ha : se il polo percorre una retta R , la retta polare 
inviluppa una curva della classe n — 1. 

(b) Se la curva fondamentale ha un punto (r| f ' ,0 <f, la prima polare di o 
passa r — 1 volte per d (73) ; quindi, se anche R passa per quest’ ultimo 
punto , la prima polare di o segherà R in altri (ri — t ) — ( r — 1 ) punti ; cioè 
la classe dell’ inviluppo richiesto sarà n — r. 

(c) Se inoltre s rami di C„ hanno in ti la tangente comune , questa tocca 

ivi s — 1 rami della prima polare di o (74); onde, se R è questa tangen- 
te, le rimanenti sue intersezioni colla prima polare di o saranno in numero 
( n — I ) — ( r — 1 ) I ) ; dunque la classe dell’ inviluppo è in questo caso 

n — (r -t-4P*sfrl ). 

82. Come la teoria de’ centri armonici di un sistema di punti in linea 
retta serve ili base alla teoria delle curve polari relative ad una curva fonda- 
mentale di dato ordine , cosi le proprietà degli assi armonici di un fascio di 
rette divergenti da un punto (19, 20) conducono a stabilire un’analoga teoria 
di inviluppi polari relativi ad una curva fondamentale di data classe. 

Data una curva K della classe in ed una retta R nello stesso piano , da 
un punto qualunque p di R siano condotte le m tangenti a A’ ; gli assi ar- 
monici, ili grado r, del sistema di queste m tangenti rispetto alla retta fìssa 
R inviluppano, quando p muovasi in H, una linea della classe r. Cosi la 
retta R dà luogo ad m — 1 inviluppi polari, le cui classi cominciano 
con m — t e finiscono con 1. L’inviluppo polare di classe più alla tocca le 
rette taugenli a K ne’ punti comuni a questa linea e ad R ; onde segue che R 
incontra K in ni (ni — 1) puliti, cioè una curva della classe m è ge- 
neralmente dell’ ordine m(m — 1). Ma questo è diminuito di due 
unità per ogni tangente doppia c di tre unità per ogni tangente stazionaria di 
cui sia dotala la curva fondamentale*; tee. ecc. 

A*r. XIV. Teoremi relativi ai vlslemi «il curve. 

83. Due serie di curve (34) si diranno projettive, quando, in 
virtù di una qualsiasi legge data , a ciascuna curva della prima serie corrisponda 
una sola curva della seconda e reciprocamente. 

Una serie d’ indice M e d’ ordine m sia prnjeltiva ad una serie d’ indice 
N e d’ ordine n ; di quale ordine è la linea luogo delle intersezioni di due 
curve corrispondenti P Ossia, in una retta trasversale arbitraria quanti punti 
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esistono , per ciascun de’ quali passino due corre corrispondenti ? Sia a un punto 
qualunque della trasversale, pel quale passano 31 curve della prima serie; le 
M corrispondenti curve della seconda serie incontreranno la trasversale in Mn 
punti d. Se invece si assume ad arbitrio un punto a ’ nella trasversale c si 
considerano le JV curve della seconda serie che passano per esso, le JV corri- 
spondenti curve della prima serie segano la trasversale in Nm punti a. Dunque 
a ciascun punto a corrispondono Mn pnitli d ed a ciascun punto d corrispon- 
dono Min punti a. Ciot>, se i punti a , a si riferiscono ad una stessa origine 
o ( fìssala ad arbitrio nella trasversale), fra i segmenti oa, od avrà luogo 
un’ equazione di grado Mn rispetto ad od c di grado JV m rispetto ad oa. Onde, 
se d coincide con a, si avrà un’equazione del grado Mn ■+• JVm in oa , vale 
a dire , la trasversale contiene Mn -+■ Nm punti del luogo richiesto. Abbiamo 
cosi il teorema generale (*): 

Date due serie projettive di curve, I’ una d ’ indice M 
e d ' ordine »n, I* altra d ’ indice JV e d ’ ordine n, il luogo 
de’ punti comuni a due curve corrispondenti è una linea 
dell’ ordine Mn - b Nm. 

(a) Per 31 — N= 1 , questo teorema dà 1 ’ ordine della curva luogo delle 
intersezioni delle linee corrispondenti in due fasci proiettivi (50). E nel caso 
di m = n = 1 si ha : 

Se le tangenti di una curva della classe M corrispon- 
dono projetli va ni ente, ciascuna a ciascuna, alle tangenti 
di un’ altra curva della classe JV, il luogo del punto co- 
mune a due tangenti omologhe è una linea dell’ordine M + M. 

(b) Analogamente si dimostra quest’ altro teorema, clic può anche con- 
chiudersi da quello ora enunciato, ili virtù del principio di dualità: 

Se a ciascun punto di una data curva d’ordine 31 cor- 
risponde, in forza di una certa legge, un solo punto di 
un’altra curva data dell’ ordine JV , c reciprocamente, se ad 
ogni punto di questa corrisponde un sol punto di ((nella, 
la retta che unisce due punti omologhi inviluppa una curva 
della classe M N. 

84. Data una serie d’ indice JV c d’ ordine n , cerchiamo di quale indice 
sia la serie delle polari (r) v>r d* un dato punto o rispetto alle curve della se- 
rie proposta. Quante polari siffatte passano per un punto qualunque , ex, gr. per 
lo stesso punto dato o ? Le sole polari passanti pel polo o sono quelle relative 
alle cune della data serie, che s’incrociano in o , e queste sono in numero 
JV. Dunque: 

Le polari ( r ) wr di un dato'punto, rispetto alle curve 
d’ordine n d’una serie d’indice N , formano mi a serie 
d’ indice N e d’ ordine n — r. La nuova serie è projettiva 
alla prima. 

(a) Per JV=1 si ha: le polari (r ) WP di un dato punto rispetto alle curve 
di un fascio formano un nuovo fascio proiettivo al primo (* # ). 


(* i JoMQutkatft , Throrimet genéraux tic. p. I IT. 

<*•) IVoniLi.il» , Rtchtrchtt <ur Ut loit qui régistenl Ut lignei eie. 'Annali* «Ir Cocoxhi , 
I. 18, Nume* IH27-2B, p. ISO). 
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( b ) Se r = n — I , li ottiene il teorema : 

Le rette polari d ’ mi punto dato rispetto alle curve 
d’ una serie d ’ indice .V inviluppano una linea della clas- 
se 

(c) Ed in particolare, se JV = 1: le rette polari d’un punto dato rispetto 
alle curve d' un fascio concorrono in uno stesso punto e formano una stella 
prnjetliva al fascio dato. 

89. Data una serie d’ indice JV e d’ ordine n , ed un punto 0 , si consi- 
deri I’ altra serie formata dalle prime polari di 0 relative alle curve della serie 
data (84). I punti in cui una delle curve d’ordine n à segala dalla relativa 
prima polare sono anche (70) i punti ove la prima curva è toccata da rette 
uscenti da 0. Siccome poi le due serie sono proiettive , cosi applicando ad esse 
il teorema generale di Jonquièms (83), avremo: 

Se da un punto 0 si conducono le tange-nti a tutte le 
curve d' ordine n d ’ una serie d ’ indice JV , i punti di con- 
tatto giacciono in una linea dell’ ordine JV ( 2n — t). 

Essendo il punto 0 situato in JV curve della data serie, la curva luogo 
de’ contatti passerà fi volte pel punto medesimo ed ivi avrà per tangenti le 
rette che toccano le JV curve preaccenoate. Ogni retta condotta per o incon- 
trerà quel luogo in altri 2N{n — 1) punti, dunque: 

Fra le curve d’ordine n d’una serie d’indice JV ve 
ue sono 2 JV ( n — 1 ) che toccano una retta qualsivoglia data. 

Se IV — 1 ^ si ricade nel teorema (49). 

86. Data una serie d’ indice JV e d’ ordine n , di quale ordine è il luogo 
di un punto, pel quale una retta data sia la polare rispetto ad alcuna delle 
curve della serie ? Cerchiamo quanti siano in una retta qualunque , ex gr. nella 
stessa retta data , i punti dotati di quella proprietà. I soli punti giacenti nella 
propria retta polare sono quelli ove la retta medesima tocca curve della data 
serie. Onde , pel teorema precedente , avremo : 

Il luogo dei poli di una retta data, rispetto alle curve 
d’ ordine n d’ una serie d’ indice JV, è una linea dell’ or- 
dine 2JV(n— I ). 

Quando è JV=1, in causa del teorema (84, c), un punto a apparterrà 
ai luogo di cui si tratta , se le sue rette polari relative alle curve date concor- 
rano in un punto è della retta data. Ma , in tal caso , le prime polari di i 
passano per a 169, a); dunque (*): 

Dato un fascio d’ ordine n , le prime polari d’ uno stesso punto rispetto 
alle curve del fascio formano un nuovo fascio. Se il polo percorre una retta 
fissa , i pumi-base del secondo fascio generano una linea dell’ ordine 2 ( n — 1 ), 
che è anche il luogo dei poli della retta data rispetto alle curve del fascio 
proposto. 

87. Quale i il luogo di un punto che abbia la stessa retta polare rispetto 
ad una data curva C n d’ ordine 11 e ad alcuua delle curve C m d’ una data se- 
rie d’indice SI? Per risolvere il problema, cerchiamo quanti punti del luogo 


*) BosiLLisn, ibidem. 
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richiesto siano contenuti in una trasversale assunta ad arbitrio. Sia a un punto 
qualunque della trasversale; A la retta polare di a rispetto a C„. Il luogo dei 
poli della retta A rispetto alle curve C„, è ( 86 ) una linea dell' ordine 21/ ( m — I ), 
che segherà la trasversale in 21/ (m — 1) punti a'. Reciprocamente: assunto 
ad arbitrio un punto a' nella trasversale , le rette polari di a rispetto alle curve 
C„, formano (84, b) una curva della classe SI, la quale ha Af ( va — 1 ) tan- 
genti comuni colla curva di classe n — 1 inviluppo delle rette polari de’ punti 
della trasversale relative a C„ (81, a). Queste J/|n — 1) tangenti comuni 
sono polari , rispetto a C„ , d’ altrettanti punti a della trasversale. Così ad ogoi 
punto a corrispondono 2,1/ ( m — 1 ) punti à ed a ciascun punto a corrispondono 
Min — 1 ) punti a; dunque ( 83 ) vi saranno 21/ (m — 1 ) -t- J/(n — t ) punti a, 
ciascuno de’ quali coinciderà con uno de’ corrispondenti a. Per conseguenza : 

Il luogo di un punto avente la stessa retta polare, 
rispetto ad ma data curva d’ordine n e ad alcuna delle 
curve d’una serie d’indice SI e d’ordine m, è una linea 
dell’ ordine Jf(n-f-2m — 3). 

(a) Se la data curva C„ ha un punto doppio d (ordinario o stazionario), 
la retta polare di questo punto rispetto a C„ é indeterminata (72), onde può 
assumersi come tale la tangente a ciascuna delle Jf curve C„ passanti per d. 
Dunque la curva d’ ordine SI ( n ■+■ 2m — 3 ) , che indicheremo con K , passa 
3/ volle per ciascuno de’ punii doppi ordinari o stazionari della curva C„. 

(b) Sia d un punto stazionario di C„ e si applichi alla tangente cuspidale 
T il ragionamento dianzi fatto per un’ arbitraria trasversale. Se- si riflette che , 
nel caso attuale , I’ inviluppo delle rette pnlari de’ punti di T rispetto a f, è 
della classe n — 3 ( 8 1 , c ) , talché ad ogni punto a ' corrispooderanno SI ( n — 3 ) 
punti a, si vedrà che la retta T, prescindendo dal punto d, incontra la curva 
K in 3/(n-i-2m — 6) punti, ossia il punto d equivale a 2 SI intersezioni di 
K e T. Per conseguenza (32) in d sono riuniti 31/ punti comuni alle linee K e C n . 

(c) Di qui s’ inferisce che, se la data curva C„ ha 9 punti doppi e x cuspidi, 
essa sarà incontrata dalla linea K in altri l/jn( »-+- 2m — 3) — 28— • 3* | 
punti. Ma questi , in virtù della definizione della linea K , sono i punti ove C» 
é toccala da curve della data serie ; dunque : 

In una serie d’indice il e d’ordine m vi sono 
!/)»(»-+- 2m — 3) — 29 — 3* j curve che toccano una data linea 
d’ ordine n, dotata di 9 punti doppi e x cuspidi (*). 

( d ) Per SI — m = 1 si ha : 

Il numero delle rette tangenti che da un dato punto si 
possono condurre ad una curva d’ordine», avente 9 punti 
doppi e x cuspidi, è n(n— I) — 29 — 3a: risultato già ottenuto al- 
trove ( 74 , c). 

88. In un fascio d’ ordine m quante sono le curve dotate di un punto 
doppiop Assunti ad arbitrio tre punti o, 6 , a" (non situali in linea retta), le 
loro prime polari relative alle curve del dato fascio formano (84, a) tre altri 


(*) Bivchopv. Einige Siitzt Ulxr die Tangente n algebraiicher Curven fcioravlr Cactu-Soft. 
ansar, t. SS, Berlino I8S9, p. 1711. — JosoninPes, WÙoTtmce giniratlX eie . p. 110. 
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fasci projellivi d’ ordine m — 1 , ne’ quali si considerino come curve corrispon- 
denti le polari di o, o , o" rispetto ad una stessa curva del fascio proposto. 
Se una delle curve date ha un punto doppio, in esso s'intersecano le tre cor- 
rispondenti prime polari di o, o' , o" (73). Dunque i punti doppi delle curve 
del dato fascio sono que’ punti del piano , pei (piali passano tre curve corri- 
spondenti de’ tre fasci proiettivi di prime polari. 

Ora , il primo ed il secondo fascio , colle mutue intersezioni delle linee 
corrispondenti , generano ( 50 ) una curva d’ ordine 2 ( m — I ) ; ed un’ altra 
curva dello stesso ordine è generata dal primo e terzo fascio. Queste due curve 
passano entrambe per gli ( m — 1 1 4 punti-base del primo fascio di polari ; cp- 
però esse si segheranno in altri 3 ( m — 1 ) s punti , i quali sono evidentemente 
i richiesti. Cioè : 

Le curve d’ ordine m di un fascio hanno 3(rn — 1 )* 
punti doppi. 

(a) Le curve date si tocchino fra loro in un punto o, talché una di esse, 

tu, , abbia ivi un punto doppio (47). Il punto o’ sia preso nella tangente co- 
mune alle curve date, ed o" sia affatto arbitrario. Le prime polari di o re- 
lative alle curve del fascio proposto passano tutte per o, ivi toccando od (71); 
ed una di esse, quella che si riferisce a ha io o un punto doppio (72). 
Anche le polari di o passano tutte per o (70); ma fra le polari di o" una 
sola passa per o, quella cioè che corrisponde a C m (73). 

Le polari di o e quelle di o generano una curva dell’ordine 2(m — 1), 

per la quale o è un punto doppio ed oo una delle relative tangeoli ( 52 , a ). 

E le polari di » con quelle di o" generano un’ altra curva dello stesso ordi- 

ne, anch’ essa passante due volle per o (5l,b). Dunque il punto o, doppio 
per entrambe le curve d’ordine 2(m— I), equivale a quattro intersezioni. 
In o le polari di questo punto si toccano, epperù gli altri punti-base del fa- 
scio da esse formato sono in numero ( m — 1 ) a — 2. Oltre a questi punti e 
ad o, le due curve d’ ordine 2 ( m — 1 ) avrauno 4 (m— l) 1 — 4 — |(m— 1)*— 2 j 
= 3 (m— 1 ) s — 2 intersezioni comuni. 

Dunque il punto o , ove si toccano le curve del dato fascio , conta per 
due fra i punti doppi del fascio medesimo. 

(b) Suppongasi ora che nel dato fascio si trovi una curva C n , dotata di 
una cuspide o. Sia o un punto preso nella tangente cuspidale, ed o un altro 
punto qualsivoglia. Le prime polari di o rispetto alle curve date formano un 
fascio, nel quale v’ha una curva ( la polare relativa a C«) avente una cuspi- 
de in o colla tangente oo' (72). Alla quale curva corrispondono, nel fascio 
delle polari di d, una curva passante due volle per o (78, a), c nel fascio 
delle polari di o", una curva passante per o ed ivi toccante oo' ( 7 4 , c ). Perciò 
il primo ed il secondo fascio generano una curva d’ordine 2(m— I), per 
la quale o è un punto doppio (51 , f ) ; mentre il primo ed. i( terzo fascio 
danno nascimento ad una curva di quello stesso ordine, passante semplicemen- 
te per o ed ivi toccante la retta oo' (51,g). Queste due curve hanno adun- 
que due punti comuni riuniti in o; talché, astraendo dagli (m— I ) a punti- 
base del primo fascio, le rimanenti intersezioni saranno 3(m — l) s — 2. 

Ossia : se in un fascio v’ ha una curva dotata di una cuspide , questa 
conta per due fra i punti doppi del fascio. 

( c ) Da ultimo supponiamo che tulle le curve del fascio proposto passino 
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per o, cuspide di C m . Sia ancora o nn punto della tangente cuspidale di 
f„,, e si prenda o" nella retta che tocca in o tutte le altre cune del fascio. 
Le polari di o passano per questo punto, toccando iti no" ed una fra esse, 
quella relativa a C ,„ , ha una cuspide in o colla tangente od (71, 72 ) Le 
polari di o" passano aneli’ esse per o (70); ma una sola, quella che si riferi- 
sce a C m , tocca ivi od (74, c). E fra le polari di o', soltanto quella che è 
relativa a C m passa per o,ed invero vi passa due volle (78, a). Donde segue 
che le polari di o ed o" generano una curva d’ordine 2(m — I), per la 
quale o è un punto doppio colle tangenti od, oo" ( 52 , a ) ; e le polari di o 
ed o' generano un’ altra curva dello stesso ordine , cuspidata in o colla tan- 
gente od (51 , c). Pertanto le due curve così ottenute hanno in o un punto 
doppio ed una tangente ( oo' ) comune , ossia hanno in o cinque intersezioni 
riunite ( 32 ). Messi da parte il punto o , nel quale tutte le polari del primo 
fascio si toccano, e gli altri (m— 1 )* — 2 punti-base del fascio medesimo, 
il numero delle rimanenti intersezioni delle due curve d’ ordine 2 ( m — 1 j 
sarà 3 ( m — 1 ) s — 3. 

Dunque il punto o comune a tutte le curve del fascio proposto, una 
delle quali è ivi cuspidata, conta per tre fra i punti doppi del fascio me- 
desimo. 

(d) Applicando il teorema generale (dimostrato al principio del presente 
n.° ) al fascio delle prime polari de’ punti dì una data retta ( 77 ) , rispetto 
ad una curva C„ d’ ordine n , si ha : 

In una retta qualunque vi sono 3 (n — 2 ) a punti, ciascun 
de’ quali ha per prima polare, rispetto ad una data li- 
nea dell’ ordine n, una curva dotata di un punto doppio. 

0 in altre parole, avuto anche riguardo al teorema (78): 

II luogo dei poli delle prime polari dotate di punto 
doppio, rispetto ad una data linea d’ ordine n, ossia il 
luogo de’ punti d’ in ero eia me n to di quelle coppie di rette 
che costituiscono coniche polari, è una curva dell’or- 
dine 3 ( n — 2 ) a . 

Questo luogo si chiamerà curro Sleineriana (*) della curva fondamen- 
tale C „ . 

(e) Se la curva fondamentale ha una cuspide d, ogni punto della tangen- 
te cuspidale è polo di una prima polare avente un punto doppio in d (78, a). 
Percifl la tangente medesima farà parte della Steincriana. 

89. Le rette polari di un punto fisso rispetto alle curve d’ un fascio 
passano tutte per un altro punto fisso ( 84 , c ). Se si considera nel fascio una 
curva dotata di un punto doppio d, la retta polare di d rispetto a questa 
curva è indeterminata (72); talché le rette polari di d, relativamente a tutte 
le altre curve del fascio , si confonderanno in una retta unica. Vale a dire : 

1 punti doppi delle curve d’ un fascio godono della 
proprietà che ciascun d’ essi ha la stessa retta polare 
rispetto a tutte le curve del fascio. 


i*) Dal nnmf ilei grande geometra alemanno che primo, a quanto io so, la fece conoscete. 
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Di qui s’ inferisce che ( 86 ) : 

Il luogo dei poli di una retta rispetto alle curie di 

ii d fascio d’ordine m è una linea deli’ ordine 2 ( m — 1 ) 

passante pei 3(m — 1 ) s punti doppi del fascio. 

E il luogo di un punto stente la stessa retta polare , rispetto ad una 
data curva C„ e alle curve C m d’ un fascio , è ( 87 ) una curva dell’ ordine 

n -4- 2m — 3 passante pei 3 ( m — 1 ) 4 punti doppi del fascio. Pertanto questi 

punti e quelli ove C n è toccata da alcuna delle C,„ giacciono tutti insieme 
nell’ anzidetto curva d’ordine n -+- 2m — 3. In particolare: 

Una retta data è toccata da 3(m — 1) curve d’ un dato 
fascio d’ ordine m. 1 2(m — 1) punti di contatto, insieme 
coi 3(m — 1)* punti doppi del fascio, giacciono in una cur- 
va dell’ordine 2 ( m — 1 ), luogo dei poli della retta data 
rispetto alle curve del fascio. 

90. Dati due fasci di cune, i cui ordini siano ni ed m t , vogliamo in- 
dagare di qual ordine sia il luogo di un punto nel quale una curva del primo 
fascio tocchi una curva del secondo. Avanti tutto, è evidente che il luogo ri- 
chiesto passa per gli m a -t- m,* punti-base dei due fasci; perchè, se a è un 
punto-base del primo fascio, per esso passa una curva del secondo, alla qua- 
le condotta la tangente in a, vi è una certa curva del primo fascio, che 
tocca questa retta nel punto medesimo ( 46 ). Osservisi poi che una curva del 
primo fascio è toccala dalle curve del secondo in m ( m 2m, — 3 ) punti (87 ); 
laonde quella curva del primo fascio , oltre agli m* punti-base , contiene 
mlm-t-àm, — 3) punti del luogo richiesto, cioè in tutto m ( 2m -t- 2m, — 3 | 
punti. Dunque il luogo di cui si tratta è dell’ordine 2|m-t-m,) — 3; es- 
so passa non solo pei punti-base dei due fasci, ma anche pei loro 
3 (m— 1 ) 4 -+-3 (m, — 1 ) s punti doppi (88), perchè ciascuno di questi equi- 
vale a due intersezioni di una curva dell’un fascio con una dell’altro. Abbia- 
mo cosi il teorema : 

Dati due fasci di curve, le ime d’ordine m,le altre 
d’ ordine mi, i punti di contatto delle line colle altre so- 
no in una linea dell’ ordine 2(m-t-m,) — 3, che passa pei 
punti-base e pei punti doppi dei due fasci. 

(a) Suppongasi che le curve dei due fasci siano prime polari relative ad 
una data curva fondamentale C„ d’ordine n, epperft pongasi m — io , — ri — 1. 
I punti-base de’ due fasci sono i poli di due rette (77), talché giacciouo 
tutti insieme nella prima polare del putito comune a queste rette medesi- 
me (69, a): vale a dire, i due fasci hanno, io questo caso, una curva co- 
mune. Tale curva comune fa evidentemente parte del luogo dianzi determinalo, 
onde , astraendo da essa , rimane una curva dell’ordine 4(n — 1) — 3 — (n — 1) 
= 3(n — 2), passante pei punti doppi de’ fasci dati , qnal luogo de’ punti di 
contatto fra le curve dell’ imo e le curve dell' altro fascio. Questa curva del- 
I’ ordine 3(n — 2) non cambia, se altri fasci di prime polari sostilniscansi 
ai due dati ; infatti , siccome tutte le prime polari passanti per un dato punto 
hanno altri (n — 1 ) 4 — t punti cornimi c formano un fascio (77, a), così, 
se due prime polari si toccano in quel punto, anche tulle le altre hanno ivi 
la stessa tangente. 

Di qui s’ inferisce che la curva luogo de’ punti di contatto fra due prime 
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polari contiene i punti doppi di tutti i fasci di prime polari , e per conseguen- 
za , avuto riguardo al teorema (78), è anche il luogo dei poli di quelle co- 
niche polari che si risolvono in due rette. Cioè: 

Il luogo di un punto nel quale si tocchino due ( e p- 
p e r 6 in fi nite) prime polari relative ad una data curva 
d’ordine n, è una linea dell’ordine 3(n — 2), la quale 
può anche definirsi come luogo dei plinti doppi delle pri- 
me polari, e come luogo di un polo la cui conica polare 
sia una coppia di rette. 

A questa linea si dò il nome di Hmiana della data curva fondamentale , 
perchè essa offre l' interpretazione geometrica di quel covarianti che Sylveste* 
chiamò 17e9$iano ( dal nome del sig. Hesse ) , cioè del determinante formalo 
colle derivate seconde parziali di una data forma omogenea a tre variabili (*). 

fb) I punti in cui si segano le prime polari di due punti o, o sono i 
poli della retta oo‘ (77); talché, se le due prime polari si toccano, la ret- 
ta oo' ha due poli riuniti nel punto di contatto. Se adunque conveniamo di 
chiamar congiunti gli (n — 1 ) 5 poli di una medesima retta, potremo dire: 

L’ Hessiana è il luogo di un polo che coincida con 
uno de’ suoi poli congiunti. 

(c) Chiamate indicatrici di un punto le due rette tangenti che da esso 
ponno condursi alla sua conica polare, si ottieue quest’ altro enunciato: 

La curva fondamentale e l’Iiessiana costituiscono in- 
sieme il luogo di un punto, le due indicatrici del quale 
si confondono in una retta unica. 

91. Dati tre fasci di curve, i cui ordini siano m, , m lt m-, in quanti punti 
queste si toccano a tre a tre? I punti in cui si toccano a due a due le cur- 
ve de’ primi due fasci sono (90) in una linea dell’ordine 2(m 1 -t-m i ) — 3; 
ed analogamente il luogo de’ punti di contatto fra le curve del primo e le 
curve del terzo fascio è un’altra linea dell’ordine 2 ( m, -r-m, ) — 3. Le due 
linee hanno in comune i punti-base ed i punti doppi del primo fascio, cioè 
m 4 | -t-3 (m f — 1 )* punti estranei alla questione, talché esse si segheranno in 

altri ^2 ( m, -+- ) — 3^ ^2 ( in, -+- m 3 ) — 3^ — (m* t ■+■ 3 ( m, — 1 ) 5 ^ 

= 4 (mjn^ -t- Wj»!, -+- m l m i ) — 6 (m, m i ■+■ m 3 — t ) punti. E questi sono 
evidentemente i richiesti. 

( a ) Posto si ha : 

Le tangenti comuni ne’ punti ove si toccano le curve 
di due fasci, i cui ordini siano m,, m s , inviluppano una 
linea della classe 4m,nij — 2(m ( ■+■ m s ). 

(b) Se le curve de’ due fasci sono prime polari relative ad una data li- 
nea C n d’ ordine n , onde m, = m. = n — 1 , i due fasci hanno una curva 
comune (90, a) la quale è dell’ordine n — t, epperò (70) della clas- 


(•) SYLmTKft, On a theory of thè lysygetie relation s of liro rational integrai funetivns 
{ PhiUmpliicil Tramaclioni , voi. 143, pari 3, London 1833, p. 545). 
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se (n— 1)(n — 2). È evidente che questa curva fa parte dell’ inviluppo 
dianzi accennato ; talché questo conterrà inoltre una curva della classe 
3(n — 1 )(n — 2), cioè: 

Le tangenti comuni ne' punti di contatto fra le pri- 
me polari relative ad una data curva d’ ordine n invi- 
luppano una linea della classe 3 ( n — 1 ) ( n — 2 ) (*). 


Sbt. XV. Meli geometrie Ile, 




92. Il completo sistema delle linee d’ordine m soggette ad 


m (m -t- 3 ) 
2 


— 2 


condizioni comuni chiamasi rete geometrica d’ ordine m, quando per 
due punti presi ad arbitrio passa una sola linea del sistema , vale a dire , 
quando le linee del sistema passanti per uno stesso punto arbitrario formano un 
fascio (**). 

Per esempio , le prime polari relative ad una data curva d’ ordine » for- 
mano una rete geometrica d’ordine n — I (77, a); anzi, molte proprietà di 
quelle si possono applicare, colle identiche dimostrazioni, ad una rete qual- 
sivoglia. 

Due fasci d’ ordine m i quali abbiano una curva comune , ovvero tre curve 
d’ ordine m le quali non passino per gli stessi m 5 punti , determinano una rete 
geometrica d’ordine m (77, a). 

Il luogo di un punto nel quale si tocchino due (epperò infinite) curve 
il’ una data rete d’ ordine m, è una linea dell' ordine 3 ( m — 1 ). Questa linea , 
che può chiamarsi I' f kisiana dilla rete, è anche il luogo de’ punti doppi delle 
curve della rete ( 90 , a ). 

Le tangenti comuni ne’ punti di contatto fra le curve della rete invilup- 
pano una linea della classe 3m(m— 1 ) (91 , b). 

(a) Supponiamo che tutte le curve di una data rete abbiano un puuto co- 
mune a. Condotta una retta A per a, sia a' il punto di A infinitamente vicino 
ad a; infinite curve della rete passeranno per a' (cioè toccheranno la retta A 
in a), formando un fascio. E condotta per a una seconda retta A . , nella quale 
sia a, il punto successivo ad a, vi sarà una (ed una sola) curva della reteche 
passi per o' e per a,, cioè che abbia un punto doppio in a. Dunque: allorché 
tutte le curve di una rete hanno un puuto comune , una di esse ha ivi un punto 
doppio, e quelle che nel punto medesimo toccano una stessa retta formano un 
fascio. 


(b) Suppongasi in secondo luogo che tolte le curve di una data rete ab- 
biano un punto comune a ed ivi tocchino una stessa retta T. Condotta una retta 
X ad arbitrio per a , vi saranno infinite curve della rete passanti pel punto 
di A successivo ad a, e tali curve formeranno un fascio. Ciascuna di esse è 


(*) Stkivm, /. c . |». S-6. 

(**) Mobiob, i. e. p. 266. — Stkijibji , l . e. p. 5. 
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incontrala si da T cbe da A in due punti riuniti in a , cioè per esse questo 
punto è doppio ; talché quel fascio non cambia col mutarsi della retta A intorno 
ad a. Fra le curve del fascio, due sono cuspidale in a (48), ed una di que- 
ste ha per tangente cuspidale la retta T. Ed invero quest’ ultima curva è in- 
dividuata dal dover incontrare T io tre punti ed A in due punti , lutti coinci- 
denti in a. 

93. Date tre curve C, C', C" , gli ordini delle quali siano rispettivamente 
m , m' , m", proponiamoci di determinare il luogo di un punto le cui rette po- 
lari , rispetto a quelle curve , concorrano in uno stesso punto ; ossia , con al- 
tre parole ( 69 , a ) , il Inogo di un punto nel quale si seghino le prime polari 
di uno stesso punto relative alle curve date. A tal uopo procederemo cosi : per 
un punto o fissato ad arbitrio si conduca una retta £ c si determinino i punti 
dolati della proprietà che in ciascun d’ essi concorrano le prime polari di uno 
stesso punto di £; indi, fatta girare questa retta intorno ad o, si otterranno 
tuli’ i punti del luogo richiesto. 

Le prime polari de’ punti di £ rispetto alle curve C, C formano due 

fasci proiettivi (77), onde le curve corrispondenti, cioè le polari di uno stesso 

punto di £, si segheranno ne’ punti di una curva A dell’ ordine m •+■ m' — 2 
passante pei punti delle basi de’ due fasci. E qui si noli che la base del primo 

fascio è formala dagli (m — 1 )* punti ne’ quali la prima polare di o rispetto 

a C sega la prima polare di un altro punto qualunque di £ rispetto alla curva 
medesima. Cosi abbiamo ottenuto la curva A" , luogo di un punto pel quale 
passino le prime polari , relative a Ce C' , di uno stesso punto di £. 

Ogni retta £ condotta pel punto fìsso o individua una curva A 1 . Di tali 
curve A' ne passa una sola per un punto qualunque p. Infatti , se per p de- 
vono passare le prime polari relative a C e C' , il polo sarà l’intersezione p 
delle rette polari di p ( 69 , a ) ; il punto p determina una retta £ passante 
per o, e questa individua la curva K passante per p. Dunque, variando £ 
intorno ad o, la curva A' genera un fascio (41). 

Ora , se alla curva C' si sostituisce C", la retta £ darà luogo analoga- 
mente ad una curva K'' d’ordine m ■+■ tn" — 2, la quale passerà per gli 
stessi (m — 1 ) 2 punti-base del primo fascio, che ha servito per generare an- 
che A'. Variando £ intorno ad o, le corrispondenti curve K" formano un fa- 
scio. I due fasci formati dalle curve A’, A" sono progettivi fra loro , perchè 
ciascun d’ essi è proiettivo al fascio di rette £ passanti per o. Laonde quei 
due fasci, I’ uno dell’ ordine m -t- m' — 2 , l* altro dell’ ordine m ■+• ni ' — 2 , 
genereranno una curva dell’ordine 2m-t-m' + »" — 4 (60). Siccome perii due 
curve corrispondenti A , A" hanno sempre in comune (m — 1 ) s punti situali 
in una curva fissa dell' ordine m — 1 (la prima polare del punto o rispet- 
to a C ) , cosi gli altri ( m ■+■ ni — 2 ) ( m -+■ m" — 2 ) — ( m — f ) 3 
— nini' -t- m"m mm' — 2 ( m -Hn' -t- m" ) -t- 3 punti comuni alle omologhe 
curve A', A" genereranno una curva dell’ordine 2m -t- m' -v- m" — 4 — (ni — 1 ) 
= — 3 (50, a). E questo è evidentemente il luogo richiesto. 

Questa curva si chiamerà la Jacobiana delle tre curve date (*). 


SVLVESTER, /. C. p. HC. 
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Se le tre curve date passano per unu stesso punto a, le rette polari di 
questo passano per esso medesimo ; dunque , se le curve C,C,C" hanno pun- 
ti comuni a tutte e tre, questi sono anche punti della loro Jacobiana. 

Se una delle curve date, per esempio C", ha un punto doppio d, la 

retta polare di questo punto rispetto a C' è indeterminata (72), onde può 
riguardarsi come tale la retta che unisce d all' intersezione delle rette po- 
lari di questo punto relative alle altre due curve C , C'. Dunque la Jacobiana 
passa pei punti doppi delle curve date. 

94. Suppongasi m" — m', cioè due delle curve date siano dello stesso 

ordine. In tal caso la Jacobiana non si cambia , se a quelle due curve se ne 

sostituiscono due altre qualunque del fascio da esse determinato. Il che è 
evidente , perchè la Jacobiana è il luogo di un punto pel quale passino le tre 
prime polari d' uno stesso polo ; e d' altronde le prime polari d’ uno stesso 
polo rispetto a tulle le curve d’ un fascio formano un nuovo fascio ( 84 , a ) , 
cioè passano per gli stessi punti. 

Nel caso attuale, la Jacobiana ammette una seconda definizione. Se p è 
un punto di essa, le rette polari di p rispetto alle Ire curve date concorrono 
in uno stesso punto p'. Ma p è il punto pel quale passano le rette polari di 
p rispetto a tulle le curve del fascio ( CC" ) ( 84, c); cioè la retta polare 
di p rispetto a C sari anche retta polare dello stesso punto relativamente ad 
una curva del fascio anzidetto. Onde può dirsi che la Jacobiana delle curve 
date è il luogo di, un pugto avente la stessa retta polare rispetto a C e ad 
alcuna delle curve del fascio ( C C" ) ; il qual luogo abbiamo già investigato 
altrove (87). 

95. Supponiamo m = m’ — m", cioè le curve date siano tutte c tre dello 

stesso ordine m. Siccome a due qualunque di esse se ne ponoo sostituire ( 94 ) 
due altre del fascio da quelle due determinato , così alle tre date se ne po- 
tranno sostituire tre qualunque della rete (92) individuata dalle curve date 
( purché non appartengano ad uno stesso fascio), senza che la Jacobiana sia 
punto alterala. Onde, data una i»ele di curve d’ordine m, il luo- 
go di un polo, le cui rette polari rispetto alle curve del- 
la rete concorrano in uno stesso punto, è una linea d'or- 
dine 3 ( m — I ) , passante pei punti doppi delle c u r v e nu>- 
desjme (93). Perciò, nel caso di cui si tratta, la Jacobiana "cbincì3T*col- 
11 M à JcM H W ile 1 1 a rete (92), Abbiamo cosi un'altra definizione dellL Hetsian» 
di una data rete geometrica. r* 4 *"'"**' 

Vogliamo ora esaminare più davvicino il caso nel quale le curve della 
rete si seghino tutte in uno stesso punto dato, ed anche quello in cui le cur- 
ve medesime si tocchino nel punto comune. Nel primo caso possiamo supporre 
che una delle tre curve individuanti la rete sia quella per la quale il punto 
dato è un punto doppio; e nel secondo caso potremo assumere quella curva 
clic nel punto dato ha una cuspide ed ivi tocca la tangente comune a tutte 
le curve della rete ( 92 , a , b ). 

96. Siano date adunque Ire curve C, C, C" dello stesso ordine m, 
aventi un punto comune, il quale sia doppio per una di esse, C"; in quel 
punto si collochi il polo o, del quale abbiamo fatto uso (93) nella ricerca 
generale della Jacobiana. 

(a) Le prime polari del punto o rispetto alle curve C, C' passano per 

IO 
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o, onde per (pioto punto palerà anche la curia A", qualunque sia la retta 
L a cui corrisponde ( 93 ). 

La curva A" corrispondente ad una data retta L rimane la stessa , te 
alle curve C, C sostiltiiscousi due curve qualunque del fascio determinato da 
quelle. Sostituendo a C la curva C" tangente in o alla retta L , le prime po- 
lari di luti’ i punti di L relative a C" passeranno per o (70). Per o passa 
anche la prima polare di o relativa a C ; quindi la tangente in o alla cor- 
ta K' sarà la retta che ivi tocca la prima polare di o rispetto a C° ( 6 1 , a ), 
ossia la retta L. Dunque: quando le curve C,C sono dello stesso ordine e 
passano per o . anche la curva K" passa per o ed ivi tocca quella retta L a 
cui essa corrisponde. 

(b) Essendo o un punto doppio per la curva C", le prime polari, rela- 
tive ad essa , di Itili’ i punti della retta L passano per o ed ivi toccano una 
medesima retta 'A', la coniugata armonica di L rispetto alle due tangenti di 
C" nel punto doppio ( 7 4 , c ). 

La curva K ' ( 93 ) generata da due fa'ci proiettivi , l’ tino delle prime 
polari de’ punti di L rispetto a C", I’ altro delle prime polari de’ medesimi 
punti rispetto a C. Le curve del primo fascio hanno in o una stessa tangen- 
te II. E alla curva del secondo fascio che passa per o, ciò# alla prima po- 
lare di o rispetto a C, corrisponde la prima polare di o relativa a C", ossia 
quella curva del primo fascio per la quale o è un punto doppio. Per conse- 
guenza, qualunque sia la retta E, la curva K" generata .dai due fasci ha 
in o un punto doppio (51,b). Inoltre, quando L sia una delle tangenti di 
C nel punto doppio (51, d), ovvero quando E sia tangente in o alla curva 
C, nel (piai caso anche le curve del secondo fascio passano per o ( 52 , a ) , 
in entrambi questi casi , dico , la retta E è una delle tangenti a K" nel pun- 
to doppio o- 

Dunque : se C e C" hanno un punto comune o che sia doppio per C', 
la curva K" relativa ad una data retta £ (passante per o)*ha un punto dop- 
pio in o; ed £ è una delle due relative tangenti, ogniqualvolta essa sia tan- 
gente in o ad una delle due curve date. 

(c) Cosi abbiamo veduto che, nel caso preso in considerazione , il punto 
o appartiene a tutte le curve K' relative alle rette L condotte per esso (a) 
ed È doppio per tutte le curve K' corrispondenti alle rette medesime (b). 
Dunque 152) o sarà un punto triplo per la complessiva curva d’ ordine 
4 (m — 1) generala dai due fasci projettivi delle A” e delle K" (93). Ma 
di questa curva complessiva fa parte la prima polare di o relativa a C, la 
quale prima polare passa una volta per o; dunque questo punto { doppio per 
la curva rimanente d’ordine 3(tn— I), ciò# per la Jacobiana. 

Le rette L sono tangenti (a) alle relative curve A'; dunque (52) le 
tangenti alla curva risultante d’ordine 4(m — f) nel punto triplo o saranno 
quelle rette L che toccano anche le relative curve K ". Ma L tocca la cor- 
risponderne K" ( b ) quando # tangente a C o a C' ; epperò le tre tangenti 
nel punto triplo sono la tangente a C c le due tangenti di C". Di queste Ire 
rette, la prima # tangente ( 7 1 ) alla prima polare di o relativa a C; dunque 
le altre due sono le tangenti della Jacobiana nel punto doppio o. 

Cosi possiamo concludere che : 

(d) Data una rete di curve passanti per uno stesso 
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la rete, per la quale o è un punto doppio. 

97. Passiamo ad esaminare il caso in cui il punto o, comune alle Ire 
curve C , C, C, sia una cuspide per I’ ultima di esse , e la tangente cuspi- 
dale T tocchi in o anche C e t". 

(aj Le curve C, C avendo in o la stessa tangente , all’ una di esse può 
sostituirsi quella curva del fascio ( CC ) che ha un punto doppio in o (47); 
onde questo punto sarà doppio per A, qualunque sia L ( 96 , b). Ed inoltre, 
quando L coincida con T , questa retta sarà una delle tangenti nel punto dop- 
pio per la corrispondente curva A'. , 

( b ) Essendo o una cuspide per C, le prime polari , relative a questa curva, 
di tuli’ i punti di L passano per o ed ivi toccano T. ( 74 , e); e fra esse ve 
n’ ha uua , la prima polare di o , per la quale questo punto è una cuspide e T 
# la relativa tangente cuspidale. Inoltre, la prima polare di o rispetto a C passa 
anch’ essa per o ed ivi tocca la medesima retta T. Dunque (SI , e), qualun- 
que sia L , la curva K' ha una cuspide in o , e la tangente cuspidale è T. 

Ma se L coincide con T, le prime polari de’ punti di £ relative a C” 

hanno un punto doppio in o (78, a), mentre le prime polari de' medesimi 
punti rispetto a C passano semplicemente per o (70); ond’ è che quella cur- 
va A', che corrisponde ad L coincidente con T , ha un punto triplo in o (52). 

(c) Così è reso manifesto che le curve A' hanno in o un punto doppio, 

mentre le curve A" hanno ivi una cuspide, e 7 è la comune tangente cuspi- 
dale. Ne consegue (52) che o è un punto quadruplo per la complessiva cur- 
va d’ordine 4 (m — 1) generata dai due fasci projettivi delle A", A", c che 
due de' quattro rami passanti per o sono ivi toccati dalla retta T. Gli altri 
due rami sono toccali in o dalle tangenti della curva A' corrispondente a quel- 
la curra A" che ha in o un punto triplo ( 62 , a ). La curra A", per la qua- 
le o è un punto triplo , corrisponde ad L coincidente con T ( b ) , cppcrii 

corrisponde appunto a quella curva A' che ha un ramo toccato in o dalla 
retta 7 (a). Dunque tre delle quattro tangenti nel punto quadruplo o della 
curva complessiva d’ ordine 4 ( m — I ) sono sovrapposte in T. 

La curva d’ordine 4(m — 1)6 composta della Jacohiana delle tre curve 
date e della prima polare di o rispetto a C. Questa prima polare passa una 
volta per o ed ivi ha per tangente T\ dunque la Jacobiana passa tre volte 
per o c due de’ suoi rami sono ivi toccali dalla retta T. Ossia ; 

(d) Data una rete di curve aventi un punto comune o 
ed ivi la stessa tangente T, la curva Hessiana della re- 
te ha tre rami passanti per o, due de’ quali sono ivi tan- 
genti alla retta T. 

98. Supposte date di nuovo tre curve C, C‘, C", i cui ordini siano ri- 
spettivamente m , ni, ni ', cerchiamo di quale ordine sia il luogo di un punto 
nel quale concorrano le rette polari di uno stesso polo rispetto alle Ire curve 
date. Sia L una retta arbitraria , i un plinto qualunque di essa ; se per i 
devono passare le rette polari relative a C , C , il polo o sarà una del- 
le ( m — I ) ( m' — 1 ) intersezioni delle prime polari di ■ rispetto a quelle 
due curve. Se per o dee passare anche la prima polare relativa a C", il po- 
lo di essa sarà nella retta polare di o rispetto a questa curva; e le rette 
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polari degli ( m — I ) ( m — l ) punti o incontreranno L io altrettanti 
punti ?. 

Assunto invece ad arbitrio un punto t' in L, se per esso dee passare la 
retta polare relativa a C\ il polo è nella prima polare di t rispetto alla det- 
ta curva; la quale prima polare è una curva K dell 1 ordine m" — I. Le ret- 
te polari dei punti di K relative a C inviluppano una curva della classe 
( m — 1 )( m" — 1 ) (81 ) , ed analogamente le rette polari dei punti di K ri- 
spetto a C' inviluppano un’altra curva della classe (m' — 1*) ( m" — I ). In 
queste due curve-inviluppi , a ciascuna tangente dell* una corrisponde una tan- 
gente dell* altra , purché sì assumano come corrispondenti quelle tangenti che 
sono polari di uno stesso punto di K rispetto a C e C\ Dunque (83, a) 
le intersezioni delle tangenti omologhe formeranno una curva dell* ordine 
( m — 1 ) ( ih"— 1 ) -+- ( m — 1 ) ( m" — 1 ) , la quale segherà la retta L in 
altrettanti punti ì. 

Così a ciascun punto ì corrispondono ( m — ■ 1 ) ( m — 1 ) punti t , men- 
tre ad ogni punto i f corrispondono { m — 1 ) ( m" — 1 ) -+- ( m' — 1 ) | m rr — 1 ) 

punti i. Onde la coincidenza di due punti omologhi i, t in L avverrà 
( m — ; 1 ) ( m — 1 ) -+- ( m — I ) ( m" — 1 ) ( m" — 1 ) ( m — 1 ) volte ; cioè 

questo numero esprime I’ ordine del luogo richiesto. Questa curva passa evi- 
dentemente pei punti comuni alle tre curve date, ov’ esse ne abbiano. 

( a ) Quando le tre curve date siano dello stesso ordine m , ad esse pou- 
no sostituirsi altre tre curve della rete da quelle individuata, senza che venga 
a mutarsi il luogo dianzi considerato. Questo , che in tal caso è dell’ ordine 
3(vn — 1 )*, può chiamarsi la Sfetnenana delia rete ( 88 , d ). 

( b ) Data una rete di curve d’ ordine m , ogni punto p della curva Hes- 

siana è il polo d’ infinite rette polari relative alle curve della rete , le quali 

rette concorrono in uno stesso punto o ( 95 )* della Steioeriana. In questo mo- 
do , a ciascun punto dell- Hessiana corrisponde un punto della Steineriana e 
reciprocamente; quindi la retta che unisce due punti corrispondeuti inviluppa 
una terza curva della classe 3(m — 1)*+-3(m — l)‘ 2 = 3m(m— 1) (83, b). 

Ogni retta passante per o è adunque polare del punto p rispetto ad una 
curva delle rete. Del resto, se la retta polare passa pel polo, questo giace 
nella curva fondamentale, che è ivi toccata dalla retta polare medesima. Ne 
segue che la retta op tocca in p una curva della rete ; ma tutte le curve del- 
la rete che passano per p si toccano ivi fra loro ( 92 ) , dunque la comune 
tangente di queste curve è op. 


Ibt. XVI. Formolo di PliìCber. 


99. Data una curva qualsivoglia f„ ( fondamentale ) , indichiamo con 

n I* ordine della medesima , 
m la classe, 

# il numero de’ punti doppi , 
x il numero de' punti stazionari o cuspidi , 
r il numero delle tangenti doppie, 
t il numero delle tangenti stazionarie , ossia de' flessi. 
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Siccome m è il numero delle tangenti che da un punto arbitrario si 
possono condurre alla curva data, cosi, in virtù del teorema (74, c) o 
( 87 , d ), si ha : 

1} m = n(n — 1) — 2# — 3x , 

forinola che somministra la classe di una curva , quando se ne conosca l’ or- 
dine e si sappia di quanti punti doppi e cuspidi ò fornita. 

Pel principio di dualità, un’equazione della stessa forma dovrà dare 
P ordine di una curva , quando se nc conosca la classe , il numero delle tan- 
genti doppie c quello delle stazionarie ( 82 ) ; dunque : 

2) n = m ( m — 1 ) — 2r — 3 1 . 

100. Siccome ogni punto della curva fondamentale, il quale abbia per 
conica polare il sistema di due rette , è un flesso o un punto multiplo ( 80 ), 
cosi la curva Hessiana , la quale il luogo de' plinti le cui coniche polari si 
risolvono in coppie di rette ( 90 , a ) , sega la linea data nei flessi e ne* punti 
multipli di questa. Onde, essendo V Hessiana dell’ordine 3(n — 2), se la 
curva data non ha punti multipli , il numero de’ suoi flessi è 3n ( n — 2 ) (*). 

Supponiamo ora che C„ abbia un punto doppio d ; nel qual caso tutte le 
prime polari passano per d. Allora 1’ Hessiana della rete formata da queste 
prime polari, che è anche 1’ Hessiana di Cn (90, a ; 92), passa due volte per 
d ed ivi ha le due tangenti comuni colla prima polare del punto stesso 
( 96 , d ) , ciò»' ha le tangenti comuni colla curva data ( 72 ). Dunque il punto 
d equivale (32) a sei intersezioni dell' Hessiana con C n ; ossia ogni punto doppio 
fa perdere a questa curva sei flessi. 

Ora s’ iinagini che <7„ abbia una cuspide d , e sia T la tangente cuspi- 
dale. In questo caso tutte le prime polari relative a C n passano per d ed ivi 
sono toccate dalla retta T (74, c); epperò I’ Hessiana ha tre rami passanti 
per d, due de’ quali hanno per tangente T (97, d). Dunque il punto d equi- 
vale ad otto intersezioni dell’ Hessiana con Cn , ossia ogni cuspide fa perdere 
a questa curva otto flessi (**). 

Quindi , se C u ha 9 punti doppi e x cuspidi , il numero de’ flessi ossia 
delle tangenti stazionarie sarà dato dalla forinola: 

3) » = 3r* ( » — 2 ) — 6tf — 8x. 

E pel principio di dualità, se una curva della classe m ha r tangenti doppie 
ed i tangenti stazionarie , essa avrà * 

4) x = 3m I m — 2 ) — 6 t — 8* 
punti stazionari. 

Le quattro equazioni così trovale equivalgono però a tre sole indipenden- 


(*) PLflrKcR, Syttrm der a na I irti t cheti Geometri*, Berlm 1835, p. 264. — Hx&»r , l'eber die 
Il ’endenunrtr der Turerò dritter Ordnung Giornale ili Cakllk, t. 28, Berlino 1844 , p. 104). 

(*•) Caylby , Reeherchrt sur 1‘ étimination et tur la théorit dee evurbet (Giornale iti Cbkllf. 
I. M, Berlino 1847 , f. 43 ). 
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lì; tofani , sottraendo la t) moltiplicata per 3 dalla 3), si ha la 

6) x — i = 3(n — m), 

equazione che può essere dedotta nello stesso modo anche dalle 2 ) , 4 ). 

Cosi fra i sei numeri n,m,3,x,r,tsi hanno Ire espiazioni ìndipen- 
denti , onde , dati Ire , si possono determinare gli altri tre. Per esempio , dati 
n, 9, x, il valore di i si ottiene eliminando m ed t fra le 1), 2), 3); e 
si ha: 

6) r — ■ n ( n — 2)(n* — 9) — (2S -t- 3x) (n* — n — 6) 

9 

+ 2S(3— — *(* — 1)-t- 6Jx. 


Una formola assai utile si ottiene sottraendo la 2) dalla 1) , ed eliminando 
x — i dal risultato mediante la 5j : 

7) 2(> — v)=(n — m)(n-t-m — 9). 

Queste importanti relazioni fra I’ ordine , la classe e le singolarità di una 
curva piana sono state scoperte dal sig. Pluckch (*). 

101. Se una curva deve avere un punto doppio, senza che questo sia dato, 
ciò equivale ad una condizione ; infatti , a tal uopo basta che tre prime polari 
(non appartenenti ad uno stesso fascio) abbiano un punto coniuue. Invece, se 
la curva deve avere un punto stazionario , senza che questo sia dato , ossia 
se tre prime polari (noti appartenenti ad uno stesso fascio) debbono toccarsi 
in uno stesso punto, ciò esìge due condizioni. Onde segue che, se una curva 
d'ordine n deve avere 9 punti doppi e x cuspidi, essa sarà determinala (34) 

da " — — — 9 — 2x condizioni. E, in virtù del principio di dualità. 


m ( m ■ 


— r — 2i condizioni determineranno una curva della classe m la 

V 

quale debba essere fornita di t tangenti doppie e di i tangenti stazionarie. 

Perciò , se i numeri n , m , 9 , x, r , » competono ad una sola e mede- 
sima curva , dovrà essere : 


8) 


« ( n -t- 3 ) . „ m (m 3 ) 

ò — '2x — z — 2i , 

n . .. 


formola che può dedursi anche dalle 1) , 2) . . . . Ma , ove sia stabilita a 
priori , come qui si è fatto, essa insieme con due qualunque delle 1), 2), . . . 
potrà servire a somministrare tutte le altre (**). 

102. Noi prenderemo quind’ innanzi a studiare le proprietà di una curva 
C n dì un dato ordine n , la quale supporremo alTatto generale fra quelle dello 
stesso ordine. Epperò , a meno che non si facciano dichiarazioni in contrario , 


(*) Theorie der algrà. Correo, r 211. 
Salno* , Righer piane curves , p. 92. 
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la curva fondamcnlale sarà della classe ri ( n — 1 ) ed avrà nessun punto mul- 
tiplo, 3n(n — 2) flessi e n(n — 2)(n 1 — 9) tangenti doppie. 

Le prime polari relative a C„ formano una rete -dell’ ordine n — 1 , I’ Hes- 
siana della quale taglia C„ ne’ 3n ( n — 2 ) flessi di questa. Ij Stcincriana della 
rete ( 98 , a ) , che è anche la Slcineriana di C„ ( 88 , d ) , è dell’ ordine 3 ( n — 2 )*. 


Ut. XVII. Curve (cenerate dalle polari, quando 11 polo 
al muova eoa lesilo data. 

103. Se un punto, consideralo come polo rispetto alla curva fondamen- 
tale C„, percorre un’ altra curva data C,„ d’ordine m, la retta polare inviluppa 
una curva À', la quale abbiamo già trovalo (81) essere della classe m(n — 1 ). 
Le tangenti che da un plinto qualunque o si possono condurre a A sono le 
rette polari degli m(n— 1) punti, ne’ quali Cm è intersecata dalla prima po- 
lare di o. 

( a ) Se o è tal punto che la sua prima polare sia tangente a , due 
rette polari passanti per o sono coincidenti, cioè o è un punto della curva A' 
130); questa è dunque il luogo geometrico de’ poli le cui prime polari toccano 
Ci». Questa proprietà ci mette in grado di trovare 1’ ordine di A', cioè il nu- 
mero de’ punti in cui A' è incontrata da una retta arbitraria I. Le prime po- 
lari de’ punti di £ formano un fascio (77); onde, supposto che C m abbia 8 
punti doppi , e * cuspidi , vi saranno m ( m + 2n — 5 ) — ( 23 -a- 3* ) punti in £ , 
le cui prime polari sono tangenti a Cm (87, c). Dunque A' è dell’ ordinò 
m ( m + 2n — 6 ) — (2» + 3*). 

E poi eliderne che le tangenti stazionarie di A' sono le rette polari de’ 
punti stazionari di C„; donde segue che A' ha * flessi. 

Conoscendo cosi la classe, l’ordine ed il numero de’ flessi della curva 
K , mediante le formolo di Puicaea (99, 100) troveremo clic essa ha inoltre: 

1 | jì ' ’ 27 

— Jm(m + 2n — S) — (28 + 3*) I — m (5m + 6n — 21 )-t- IOS-t--^-* punti 

doppi, 3«i(m + n — 4) — (63 + 8*) cuspidi e ~ m ( n — 2 ) ( mn — 3 ) + 8 tan- 
genti doppie. 

(b) É manifesto che ogni punto doppio di A è il polo di una prima po- 
lare tangente a C„, in due punti distinti; che o£ni cuspide di A è il polo di 
una prima polare avente con C,„ un contatto tripunto; e che ogni tangente 
doppia di A è una retta avente o due poli distinti sulla curva C m , o due poli 

riuniti in un punto doppio di questa curva. 

Siccome le proprietà del sistema delle prime polari ( relative a C H ) valgono 
per una rete qualsivoglia di curve, così da quanto "precede si raccoglie: 

1.° Il numero delle-curve d’ una rete d’ ordine n — 1, 
le quali abbiano doppio contatto con una data linea d’or- 
dine m, fornita di 3 punti doppi e * cuspidi, è 

li ,1 27 

m (m + 2n- 5| — ( 23 + 3*) j — m (Sm+ 6« — 21 ) + I03 + — *. 


►Die 
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2.° II numero delle curve della stessa rete aventi col- 
l’anzidelta linea d’ordine m un contatto trip un lo è 
3m(m + n — 4 ) — (69-r- 8* ) (*). 

(c) Ogui punto del|a curva K è polo di una prima polare tangente a 
C* ; onde considerando le intersezioni delle curve K e C mj si Ita: 

In una curva C„ dell'ordine m, dotata di S punti doppi e di a cuspidi, 
vi sono tn s (ro -+- 2n — 6) — m(2J -t- 3x) punti, le cui prime polari relative 
alla curva fondamentale C„ toccano la medesima C m . 

Di qui per m = 1 si ricava : 

In una retta qualunque vi sono 2{» — 2) punti, le cui 
prime polari relative alla curva fondamentale C n toccano 
la retta medesima. 

Se la retta è tangente a C» , nel contatto coincidono due di quei 2(n — 2) 
poli. Dunque in una retta tangente a C n esistono 2(n — 3) punti, ciascun 
de' quali è polo di una prima polare tangente in altro punto alla retta me- 
desima. 

( d ) Se nella ricerca superiore , la curva si confonde con C „ , la 
linea K si compone evidentemente della medesima e delle sue tangenti sta- 
zionarie, perché ogni punto di quella e di queste è polo di una prima polare 
tangente alla curva fondamentale ( 7 1 , 80 ). In tal caso, i punti doppi di K 
sono le intersezioni delle tangenti stazionarie fra loro c colla curva f„ ; le 
cuspidi di K sono rappresentale dai flessi di C„ , ciascuno contalo due volle ; 
e le tangenti doppie di K sono le stazionarie e le doppie di C„ ■ 

I punti doppi di K sono (b) i poli d'altrettante prime polari doppia- 
mente tangenti alla curva fondamentale. Ed invero : se o è un punto comune 
3 due tangenti stazionarie di questa , la prima polare di o tocca ne’ due 

flessi corrispondenti (80); e se o è un punto di segamento di Cn con una 
sua tangente stazionaria, la prima polare di o tocca C» in o (71) e nel 
punto di contatto di questa tangente (80). Sonvi adunque 3n(n — 2) In — 3) 
prime polari doppiamente tangenti i f,,i cui poli giacciono in C„ medesima; 


e vi sono altre * n(n — 2)^3n(n — 2) — 1 'j prime polari pur doppiamente 


tangenti , i cui poli sono fuori di C, , . 

(cj La curva K, inviluppo delle polari ( n — 1 )"" de’ pumi di l ’ m , si 
chiamerà P(n— 1 J"" 1 polare di C,,. 

Facendo m = 1 , troviamo che 1* ( » — t )"" polare di una retta /{ , cioè 
l'inviluppo delle rette polari de’ punti di A, od anche il luogo de' poli delle 
prime polari tangenti ad /? , è una curva della classe n — le dell’ ordine 
2 ( n — 2 ) , con 3 ( n — 3 ) cuspidi , 2 ( n — 3 ) | n — 1 4 ) punti doppi ed 

|n-2)(n-3) . . . . 

^ — ■ — tangenti doppie; cioè: 

Vi sono 3(n — 3)' prime polari, per le quali una data 
retta H è una tangente stazionaria; 2 ( n — 3 ) ( n — 4 ) prime 
polari, per le quali R i una tangente doppia; ed inoltre 


l*) Bisr.Hori , l. C. p. 174-176. 
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— -(n — 2) (n — 3) rene, ciascuna delle quali ha due poli in R. 

(f) Se l’(n — 1 l"" 1 polare della rena R passa per un dato punto o, 
questo è il polo di una prima polare tangente ad R ( e) ; talché se P ( n— 1 )"*“ 
polare varia girando intorno al punto fisso o , la retta R invilupperà la prima 
polare di o. Cosi abbiamo due definizioni della prima polare di un punto: 

La prima polare di un punto o i il luogo de' poli le 
cui ( n — 1 polari s’incrociano in o,ed è anche l’invi- 
luppo delle rette le cui (n — 1)”' polari passano per o. 

104. Supposto che un polo p percorra una data curva C m d’ordine m, 
avente ir punti doppi e x cuspidi , di qual indice è la serie (34) generata 
dalla polare ( r di p rispetto alla linea fondamentale C„ , e quale ne sarà 
l’ inviluppo ? 

( a ) Se la polare ( r )“" di p passa per un punto o , il polo sarà nella 
polare (n — r)'" n di o (69, a), cioè sarà una delle rm intersezioni di que- 
sta polare colla proposta curva C m . Dunque per o passano rm polari (r)”“ 
di punti situati in C,„, cioè le polari (r)"” de’ punti di C,„ formano una se- 
rie d’ indice rm. 

(b) Se l’(n — r)”** polare di o tocca in un punto C„, avremo in o 
due (r)’"' polari coincidenti, ossia o sarà un punto della linea inviluppata 
dalle curve della serie auzidetla. Dunque : 

L’ inviluppo delle polari (r) mr de’ punti di una curva 
C m è anche il luogo de’ poli delle polari ( n — r) m * tangen- 
ti « f»- 

(c) Quale ? l’ordine di questo luogo? Ovvero, quanti punti vi sono in 
una retta arbitraria L , le polari ( n — r )"•' de’ quali tocchino C„, ? Le polari 
( n — r )""■ «le’ punti di una retta L formano ( a ) una serie d’ ordine r e d’ in- 
dice n — r ; epperù ( 87 , c) ve ne sono (n — r)jm(m-+-2r — 3) — ( 29-+-3x) j 
che toccano C m . Donde segue che : 

L’inviluppo delle polari (r)"' de’ ponti di una curva 
d’ordine m, «lutata di 3 punti doppi e x cuspidi, i una 
linea dell’ ordine (n — r)|m(m-i-2r — 3) — ( 28 -i- 3x ) j . 

Questa linea si denominerà polare ( r ) m<l della data curva ('*, rispetto 
alla curva fondamentale C n (*)- 

( d ) Fatto r — 1 ed indicata con m' la classe di C m , cioè posto 
m' = m ( m — I ) — ( 28 -t- 3x ) ( 99 ) , si ha : 

La prima polare di una curva della classe m, cioè il 
luogo de’ poli delle rette tangenti di «juesta, è una linea 
dell’ordine m’ (n — 1 ). 

Questa linea passa pei punti ove la curva fondamentale è toccata dalle 
tangenti comuni ad essa ed alla curva della classe m’. 

Se tu' = t , ricadiamo nella definizione della prima polare di un pun- 
to (103 , f). 

(e) Posto m=l, troviamo che la polare (r)”* di una retta è 


Sminuì , /. e. 2-3. 

11 


Digitized by Google 



82 


lina linea dell'ordine 2 ( r — I ) (n — r). Quindi la prima polare di 
una retta è dell’ordine aero; infatti essa è costituita dagli ( n — I ) a poli 
della retta data (77). 

Per r = n — 1 , si ricade in un risultalo già ottenuto (103, e). 

(f) L’ordine della linea polare (r)’"" di una retta R si può determinare 

direttamente come segue. A tal uopo consideriamo quella liqea come luogo 
de’ punti comuni a due curve successive della serie d’ indice r e d’ ordine 
n — r, formala dalle polari (r)*"’ de’ punti di R (34). 

Se a £ un punto qualunque di R, le polari (r)"" passanti per a hanno 
i loro rispettivi poli nella polare (n — r)'"" di a, la quale sega 7? in r pun- 
ti à. Se invece assumiamo ad arbitrio un punto a', la sua polare ( r sega 

R in n — r punti a; talché, riferiti i punti à, a ad una stessa origine o, 
fra i segmenti oa , od avrà luogo un’ equazione del grado r in oa' e del 
grado n — r in oa. Il punto a apparterrebbe alla linea cercata, se due delle r 
polari ( r ) "" passanti per esso fossero coincidenti. Ma la condizione perchè 
I’ equazione anzidelta dia due valori eguali per oa' è del grado 2 (r— 1 ) rispet- 
to ai coefficienti della medesima , e per conseguenza del grado 2(r — 1 ) ( n — r) 
rispetto ad oa. Sono adunque 2 ( r — 1 ) ( rs — r ) i punti comuni al luogo ri- 
chiesto ed alla retta R; ossia l’inviluppo delle polari (r) M * de 1 punti di una 
retta data è una linea dell’ordine 2(r — t ) ( n — r). 

Le stesse considerazioni si possono applicare, in molti casi, alla ricerca 
dell’ ordine della linea che inviluppa le curve d’ una data serie. Per esempio , 
se la serie è d’ indice r e d’ ordine i , e se si può assegnare una punteggiala 
projetliva alla serie ( cioè se fra le curve della serie e i punti di una retta 
si può stabilire tale corrispondenza che ad ogni punto della retta corrisponda 
una curva della serie, e viceversa), l’inviluppo sarà dell’ordine 2(r — 1 ) *. 
Di qui per s = 1 si ricava : 

Se una curva della classe r è tale che si possa asse- 
gnare una punteggiata proiettiva alla serie delle sue tan- 
genti, l’ordine della curva è solamente 2 (r — 1 ). 

(g) Se la polare (n — r)"* di una retta passa per un dato punto o, 
questo è (b) il polo di una polare ( r )"'" tangente a quella retta. Dunque: 

La polare ( r )““* d i un pnnto o, ossia il luogo de’ pun- 
ti le cui (n — r )”“' polari passano per o,è anche 1’ invilup- 
po delle rette le polari (n — r )*"' delle quali contengono 
il punto o- 

Così le polari de’ punti e delle linee sono definite in doppio modo, e 
come luoghi e come inviluppi. Egli è appunto io questa doppia definizione 
che sembra risiedere il segreto della grande fecondità della teoria delle cur- 
ve polari. 

(li) La polare (r)“ , “ di una curva Ciocchi un’altra curva C' nel punto 
o. In o quella polare toccherà la polare (r)'"" di un punto o di C; e vice- 
versa (b) in o la curva C sarà toccata dalla polare (n — r)"“ di o. Ma la 
polare (r)'** di o tocca in o anche C'; dùnque la polare (n — r)"" di o 
toccherà in o' la polare ( n — r )““ di C' ; ossia : 

Se la polare ( r )"“ di una curva C tocca un’ altra cur- 
va C', reciprocamente la polare (n — r)”” di C tocca C. 

(k) lina retta R sia I’ ( r — 1 )”"’ polare di un punto o rispetto 
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all' ( r — r)'"“ polare di un altro punto a, ovvero, ciò clic è la medesima 
cosa (69, c), la polare (n — r)““ di o' rispetto alla polare (r— 1 )"“ di o. 
Se A varia ed inviluppa una curva <|italun<|ue C, restando fisso il punto o', 
il luogo del punto o sari (d) la prima polare di C rispetto all’ (n — r)*"“ 
polare di o'.Se invece resta fìsso il punto o, mentre A inviluppa la curva C, 
il luogo di o' sarà la prima polare di C rispetto all’ (r — I polare di o'. 
Dunque : 

Se la prima polare di una curva C rispetto a 1 1 ’ ( r — 1 | w “ 
polare di un punto o passa per un altro punto o', la pri- 
ma polare di C rispetto all’ (n — r )™“ polare di o' passerà 
per o; e viceversa. 

106. L* (n — 1 )"“• polare di una curva C m d’ordine m è (81) una 
linea K della classe m ( n — t ). Reciprocamente , la prima polare di K sa- 
rà ( 1 04 , d ) una linea dell’ ordine m ( n — 1 )-. Questa linea comprende in sé 
la data curva , perchè A’ è non solo I’ inviluppo delle rette polari dei punti 
di C u , , ma anche il luogo de’ poli delle prime polari tangenti a C« ( 1 03 , a ). 
Dunque . allorché uu punto o percorre la curva C m , gli altri ( n — 1 )■ — I 
poli della retta polare di o descriveranno una linea dell’ ordine m(n— 1)* — m 
— mn (n — 2) . 

A questo risultato si arriva anche cercando la soluzione del problema : 
quando un putito o percorre una data linea , quale è il luogo degli altri poli 
della retta polare di o? 

Supposto dapprima che la data linea sia una retta A, cerchiamo in quanti 


punti essa seghi il luogo richiesto. Siccome ( 103 , e) vi sono 


1 

2 


(n — 2)(n — 3) 


rette, ciascuna delle quali ha due poli in A, cosi gli (n — 2)(n — 3) poli 
di tali rette sono altrettanti punti del luogo. Inoltre ricordiamo (90, b) che 
in ogni punto dell’ Hcssiana coincidono due poli d’ una medesima retta , talchi 

le 3(n — 2) intersezioni dell’ Hessiana con A sono comuni al luogo di cui 

si tratta. Questo luogo ha dunque (n — 2)(v» — 3) -+-3(r» — 2) punti co- 
muni con A , vale a dire , esso è dell’ ordine n ( n — 2 ). 

Se invece è data una linea C„, dell’ ordine m , assunta un’ arbitraria retta 
A, cerchiamo quante volte avvenga che una stessa retta abbia un polo in A 

ed un altro in Cm. I poli congiunti ai punti di A sono, come or si è dimo- 

strato , in una linea dell’ ordine n ( n — 2 ) , la quale sega C m in mn ( ri — 2 ) 
punti. Dunque vi sono mn ( n — 2 ) punti in Cm , ciascun de’ quali ha un polo 
congiunto in A;, ossia: 

Se un polo descrive una curva d’ordine m, il luogo 
degli altri poli congiunti è una linea dell’ordine mn ( n — 2 ). 

106. Jmaginiamo un polo che si muova percorrendo una data curva C m 
d'ordine m; quale sarà il luogo delle intersezioni della prima colla seconda 
polare del polo mobile , rispetto alla curva fondamentale C n ? Assunta una retta 
arbitraria A, se per un punto « di essa passa una prima polare, il polo giace 
nella retta polare di t ; questa retta sega C M in m punti , le seconde polari dei 
quali incontreranno A in m(n — 2) punti i'. Se invece si assume ad arbitrio 

in A un punto »' pel quale debba passare una seconda polare , il polo sarà 

nella conica polare di i ' , che taglia in 2m punti ; le prime polari di questi 
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determinano in R 2m ( n — 1 ) punti i. Casi vediamo che ad ogni punto ■ cor- 
rispondono m (n — 2 ) pumi t , mentre ad ogni punto i' corrispondono 2m ( n— 1 ) 
punti i; talchi 1 ( &3 ) risaranno (in/t)m(n — 2)-t-2m(n — l)=:m(3n — 4) 
punti t, ciascun de' quali coincida con uno de’ corrispondenti «’ ; cioè il I n o- 
go richiesto è una curva V dell’ ordine m|3n— 4). Evidente- 
mente questa curva tocca C» negli mn punti comuni a C,„ e C „ , perchè in 

ciascuno di questi punti le polari prima c seconda si toccano fra loro e toc- 
cano C„ (71). 

Inoltre , siccome per un flesso della curva fondamentale passa la prima e la 
seconda polare di ogni punto della relativa tangente stazionaria (SO), cosi la curva 
U passeri! pel flesso di C„ tante voile (pianti sono i punti comuni a ed 

alla tangente stazionaria. Dunque la curva U passa m volle per ciascuno dei 

3n ( n — 2 ) flessi di C„ ( # ). 

( a ) Se C m coincide con C„ , la linea U contiene manifestamente due volte 
la curva fondamentale; prescindendo da questa, rimami una curva dell’ ordine 
3n(n — 2), per la quale i flessi di C„ sono punti (n — 2) ,,< ‘. Dunque, se 
un polo percorre la curva fondamentale, gli (n — t)(n — 2) — 2 punti in 
cui si segano le polari prima e seconda generano una linea dell’ordine 3n(n — 2 ), 
avente n — 2 branche passanti per ciascun flesso di C. , una delle quali ha 
ivi con C n un contatto tripunto. Il che riesce evidente, considerando che ogni 
tangente stazionaria della curva fondamentale ha con questa n — 2 punti co- 
muni , cioè il flesso ed n — 3 intersezioni semplici. 

( b ) Analogamente si dimostra che , se il polo percorre la curva Cm , le 
intersezioni delle polari (r)““ ed ( s descrivono una linea dell’ ordine 
mn ( r ■+■ » ) — 2mr.< , la quale tocca la curva foudamenlale ne’ punti comuni a 
questa ed a C,„. E da notarsi che il numero mn(r-t-s) — 2mrs non cambia 
sostituendo n — r, n — s ad r, j. 


.% kt . VVIII. Applicazlouc alle curve di nerond’ ordine. 


107. Se ne’ teoremi generali suesposti si 'fa n = 2, si ottengono i più 
interessanti risultati per la teoria delle coniche. 

Dato un polo o nel piano della curva fondamentale C* di second’ ordine , 
il luogo del punto coniugato armonico di o, rispetto alle due intersezioni della 
curva con una trasversale mobile intorno ad o, £ la retta polare di o (68). 
Se la polare di o passa per un altro punto o', viceversa (69, a) la polare di 
o contiene o; ossia tulle le rette passanti per un punto dato hanno i loro poli 
nella retta polare di questo punto, e reciprocamente tutt 9 i punti di una data 
retta sono poli di rette incrociami»! nel polo della data. 

Siccome ogni punto ha una determinata retta polare , e viceversa ogni retta 
ha un polo unico, così i punti di una retta costituiscono una 
punteggiata proiettiva alla stella formata dalle loro r i- 


(* Cl tiiAf.ii , Febee fine Classe fon Eliminationsprobtemen und Uber einige PunkU dtr 
Theorie der Polaren Giornale Cakllk-Bobcmakdt , t. 58, Berlino 1861, p. 279). 
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spetti ve polari. Donde segue che il rapporto enarmonico di quattro rette 
divergenti da un punto è eguale al rapporto anarmonico dei loro poli (*). 

La retta polare di un punto o sega la conica fondamentale ne' punti in 

cui questa è toccala da rette uscenti da o (70). 

Considerando la conica fondamentale come una curva di seconda classe, 
se da un punto qualunque di una retta data sì tirano le due tangenti alla 
curva , la retta coniugata armonica della data , rispetto a queste due tangenti , 

passa per un punto fisso ( 82 ) che è il polo della retta data. 

Due ligure, P una delle quali contenga i poli e le polari delle rette e 
dei punti dell' altra, diconsi polari reciproche. Sui pochi principii or dichiarati 
si fonda il celebre metodo di Poncblet (* # ) per passare dalle proprietà del- 
T una a quelle dell' altra figura. 

108. bue punti o, o', l’un de’ quali Le polari di due poli coniugati , ossia 
giaccia nella polare dell’ altro, diconsi due rette passanti ciascuna pel polo del- 
poli coniugali . Le infinite coppie di poli I* altra, diconsi coniugate. Le lulìuilc cop- 
coniugaii esistenti in una trasversale (or- pie di polari coniugate passanti per uno 
mano un’involuzione (quadratica), i cui stesso punto dato formano no’ involuzione 
punti doppi souo le intersezioni della co- (quadratica), i raggi doppi della quale 
nica colia trasversale -, cioè i punti della sono le tangenti clic dal punto dato si 
conica fondamentale sono coniugali a sè possono condurre atta conica ; cioè le tan- 
medcsiuii. genti di questa sodo rette coniugate a sè 

medesime. 

(a) Due poli coniugali cd il polo della retta che li unisce (ovvero due 
rette coniugate e la polare del punto ad esse comune) individuano un triangolo 
(o un trilatero), nel quale ciascun lato è la polare del vertice opposto. Sif- 
fatto triangolo o trilatero dicesi coniugalo alla conica data. 

(b) Se da un plinto p si conducono (b’)Se per due punti di una data retta 
due trasversali a segare la conica data P sì tirano quattro tangenti BC, Al) alla 
ne' quattro punti 6c , ad , e se q , r snno conica data, e se Q, li sono le rette pas- 
te intersezioni delle coppie di rette (co, bd), santi per le coppie di punti ( CA , IÌD ) 
(ab, cd ), la reità qr sarà la polare del (AB, CD), il. punto Qlì sarà il poto della 
ponto p \ anzi nel triangolo pqr ciascun retta /* ; anzi nel trilatero PQR ciascun 
vertice è polo del lato opposto. Ciò c una lato è la polare dei vertice opposto, come 
immediata conseguenza della proprietà ar- segue immediatamente dalia proprietà ar- 
monica del quadrangolo completo abed (5). rnonica del quadrilatero completo ASCI) 
Dunque tutte le coniche circoscritte a que- (5). Dunque tutte le coniche inscritte nel 
sto quadrangolo sono coniugate al irian- quadrilatero sono coniugate al trilatero 
goto formato dai punti diagonali pqr. (ormalo dalle diagonali PQR. 

(c) In generale (89), se un punto ha la slcssa retta polare rispetto a 
due curve d’uo fascio, esso è doppio per una curva del fascio medesimo. Ciò 
torna a dire che due coniche non ammettono alcun triangolo coniugato comu- 
ne^ oltre quello che ha i vertici ne* tre punti doppi del fascio da esse deter- 
minato ; ossia i punti diagonali del quadrangolo completo formalo dai punti 
comuni a due coniche, e le rette diagonali del quadrilatero completo format» 


(*) Ciiaslks , Mi} moire de geometrie sur deux principe» gfnéraux de la Science eie. ( M ('moi- 
re* coltroni»'* par P Aradémir R. «te Rruxrllrs, I. 1 1 , IH37, p. SII 

(*+) Poxcelct, Traile des proprifté* projcctices de* figure». Pari* >822, p. 122. — Mf moi- 
re sur la tb forte de» pofaires rfeiproques Giornale di Qiklle, t. 4, Brrlmo 1829 , p. I . 
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daHc I .ingenti comuni alle -slesse coniche sono i vertici c i lati dell’unico 
triangolo coniugato ad entrami» le curve. 

(d) Il teorema di Pascal relativo ad un esagono inscritto in una co- 
nica (45,c), se si assume il secondo vertice infinitamente vicino al primo, 
ed il (|iiinlo al quarto , somministra la seguente relazione fra quattro punti di 
ima conica e le tangenti in due di essi : 

Se un quadrangolo è inscritto in una conica , le tangenti in due vertici 
concorrono sulla retta che unisce due punti diagonali. 

Donde si conclude facilmente clic le diagonali del quadrilatero formato 
da quattro tangenti di una conica sono i lati del triangolo avente per vertici 
i punti diagonali ilei quadrangolo formato dai quattro punti di contatto. 

(c) Se di un quadrangolo completo abeti sono dati i tre punti diagonali 
pqr ed un vertice a , il quadrangolo <' determinalo ed unica. Infatti , il verti- 
ce & il il coniugato armonico di a rispetto ai punti in cui pq , pr segano 
ar ; ccc. Dunque le coniche passanti per uno stesso punto a e coniugate ad 
un dato triangolo pqr formano un fascio , ossia ( 92 ) : 

Tutte le coniche coniugate ad un dato triangolo for- 
m a n o una rete. 

(f) I,e curve di questa rete che dividono armonicamente un dato segmen- 
to oo' formano un fascio. Infatti, se » il un putito arbitrario, tutte le coniche 
della rete passanti per i hanno altri tre punti comuni , eppcrò incontrano la 
retta oo in coppie di punti in involuzione (49). Ma anche le coppie di punti 
che dividono armonicamente oo' costituiscono nn’ involuzione ( 25 , a ) , e le 
due involuzioni hanno una coppia comune di punti coniugati; dunque per i 
passa una sola conica della rete, la quale sodisfaccia alla condizione richie- 
sta, c. d. d. In altre parole, la rete contiene un fascio di coniche, rispetto 
a ciascuna delle quali i punti oo sono poli coniugati. 

In una rete due fasci hanno sempre una curva comune; dunque, se si 
cerca la conica della rete rispetto alla quale il punto o sia coniugato si ad ai 
che ad o " , cioi o abbia per polare o'o", il problema ammette una sola solu- 
zione; vale a dire: vi il una sola conica , rispetto alla quale un dato triangolo 
sia coniugato, e un dato punto sia polo di una data retta. 

(g) Siano pqr , p'qr‘ due triangoli coniugati alla conica fondamentale; 
j, I i punti in cui le rette p'q', pr' segano qr ; t quelli ove qr è in- 
contrala dalle pq , pr. Le polari de’ punti q , r, J, t sono evidentemente le 
rette p(r , q , r', q ), che incontrano gV in f, s', r' q'. Ma il sistema di 
queste quattro rette e quello de’ loro poli hanno lo stesso rapporto anarmoni- 
co ( 107 ) , dunque : 

( gru ) = ( l'iVg’ ), 

ossia ( I ) : 

( 1 r « t ) — ( *TgV ) ; 

vale a dire, le quattro rette pq, pr, p'q, p'r' incontrano le or, qr in due 
sistemi di quattro punti aventi lo stesso rapporto anarmonico. Dunque ( 60 ) i 
sei lati dei due triangoli proposti formano un esagono di Baisscuoa. Inoltre i 
due fasci di quattro rette p'(q , r , q, r‘) , plq , r , q', r' ) hanno lo stesso 
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rapporto anannonico , onde ( 59 ) i sei vertici de' triangoli medesimi cotlilui- 
scono un esagono di Pascal (*). Ossia: 

Se due triangoli sono circoscrìtti ad una conica, es- 
si sono inscritti in un’altra; e viceversa; 

Affinchè due triangoli siano coniugati ad una stessa 
conica, è necessario e sufficiente che essi siano circo- 
scritti ad un’altra conica, ovvero inscritti in una ter- 
za conica. 

Questa proprietà si può esprimere eziandio dicendo che la conica tangente 
a cinque de’ sei lati di due triangoli coniugali ad una conica data tocca anche 
il sesto; e la conica determinata da cinque vertici passa anche pel sesto. 
Donde s’ inferisce che : 


Se una conica tocca i lati di un trian- 
golo coniugalo ad una seconda conica, 
infiniti olirà triangoli coniugali a questa 
saranno circoscritti alta prima ; cioè le tan- 
genti condotte alle due coniche dal polo 
( relativo alla seconda ) di ciascuna retta 
tangente alla prima formeranno un fascio 
armonico. 


Se una conica passa pei vertici di un 
triangolo coniugato ad un’altra conica, 
sarà pur circoscritta ad infiniti altri trian- 
goli coniugati alla medesima ; cioè ogni 
punto della prima conica sarà, rispetto 
alla seconda, il polo di una retta segante 
le due curve in quattro punti armonici. 


109. Le coniche circoscritte ad un quadrangolo abed sono segale da una 
trasversale arbitraria in coppie di punti che formano un’ involuzione ( 49 }. 
Fra quelle coniche vi sono tre paja di rette; dunque le coppie di lati oppo- 
sti (bc, ad ) , (ca, bd ) , (ab, ed ) del quadrangolo incontrano la trasversa- 
le in sei punti aa { , b'b l , c'c, accoppiati involutoriamcntc. Viceversa , se ì 
lati di un triangolo abe sono segati da una trasversale ne’ punti a’6Y, e se 
questi sono accoppiati in involuzione coi punti <i]ò,C| della stessa trasversale , 
le tre rette aa { , bb { , cc i concorreranno in uno stesso punto d. 

Sia or dato un triangolo abe , i cui lati bc , ca, ab seghino una trasver- 
sale in a, 6', c ; e sia inoltre data una conica , rispetto alla quale i punti 
a \ 9 situati nella stessa trasversale siano poli coniugali ordinatamente 

ad a, b'yC. Le tre coppie di punti a'ai , bb ì ,c'c ì sono in involuzione ( 108), 
epperò le rette aa ( , bb [ , cc { passano per uno stesso punto d. Se di più si 
suppone che a, b siano poli ordinatamente coniugati ad a\ b , !c polari di 
à , b' sono le rette aa, , 66, , talché il polo della trasversale sarà il punto d. 
Dunque la polare di e r è cc, , ossia anche i punti c, c sono poli coniugati. 
Abbiamo così il teorema: 

Se i termini di due diagonaji aa, bb' d ’ un quadrilate- 
ro completo formano due coppi odi polì coniugali rispet- 
to ad una data conica, anche i termini della terza diago- 
nale cc' sono coniugati rispetto alla medesima conica (**). 

110. Se un polo percorre una data curva Cm dell’ordine m, avente if 
punti doppi e * cuspidi, la retta polare (relativa alla conica fondamentale C 4 ) 


(*) Stri*™, Syilematische Entmekelung der Abhàngigkeil giomelriseher Gestalieu ron fin- 
ander , Berlin 1832, p. 308 < Àiifg. 40). — Charles, Mémoire tur tea lignea eonjointea dona 
tea coniquea ( Journal «le M. Ljocvilik , anni 1838, p. 3% . 

(**) flussi: , De otto putirti! intersre/ionia friunt superficiermn aeeutidi aldini» Dissertano 
prò venia legendi ) , Rcgiomonti 1840, p. 17. 
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inviluppa lina seconda curva della classe m, dotata di £ tangenti doppie e x 
flessi, la quale è anche il luogo dei poli delle rette tangenti a C m (103). 
Le due curve diconsi polari reciproche. 

(a) Se la conica fondamentale C 2 è 
il sistema di due rette concorrenti in un 
punto », la polare d’ ogni punto o passa 
per i,ed invero essa è la coniugata armo, 
nica di oi rispetto al pajo di rette costi- 
tuenti la conica (73, b); ma la polare del 
punto i è indeterminata (72), cioè qua- 
lunque retta nel piano può essere consi. 
der.it a come polare di ». Donde segue che 
ogni retta passante' per i ha indimi poli 
tutti situati in un’ altra retta passante per 
i, mentre una retta non passante per » 
ha per unico polo questo punto. 

Perciò se è data una curva della clas- 
se r , considerata come inviluppo di rette, 
la sua polare reciproca , ossia il luogo dei 
poli delle sue tangenti, sarà il sistema di 
r rette passanti per i e ordinatamente con- 
iugate armoniche ( rispetto alle due rette 
onde consta f a ) di quelle r tangenti che 
si possono condurre da i alla curva data. 

(b) Nell’ ipotesi (a) è evidente che ogni trilatero coniugato avrà un ver- 
tice in t,e due lati formeranno un sistema armonico colle due rette costituenti 
la conica fondamentale. Viceversa, se un trilatero dato è coniugato ad una co- 
nica che sia un pajo di rette , queste dovranno tagliarsi in un vertice e for- 
mare un faccio armonico con due lati del trilatero medesimo ; e in particolare , 
un lato di questo, considerato come il sistema di due rette coincidenti, terrà 
luogo di una conica coniugata al trilatero. Per conseguenza , le tre rette costi- 
tuenti il trilatero contengono i punti doppi delle coniche ad esso coniugate , os- 
sia (92; 108, c) PHcssianu della rete formala dalle coniche 
coniugate ad un trilatero dato è il trilatero medesimo. 

111. In viriti del teorema generale (110), la polare reciproca di una 
conica K rispetto ad un’ altra conica C * è una terza conica K' ; le due curve 
K y K avendo tra loro tal relazione che le tangenti di ciascuna sono le polari 
dei punti dell’altra rispetto a C r Ne’ quattro punti comuni a K, la conica 
fondamentale f 2 è toccata dalle quattro tangenti comuni a À" ; dunque ( 108 , d ) 
le tre coniche , À' , K' sono coftiugate ad uno stesso triangolo. 

(a) Se R è la polare di un punto r rispetto a K, e se r r , R' sono il 
polo e la polare di R, r rispetto a C i9 è evidente che r' sarà il polo di R' 
rispetto a K . 

( b ) I punti comuni a K , K' sono i poli , rispetto a C s , delle tangenti 
comuni alle medesime coniche. Donde segue che , se più coniche sono circo- 
scritte ad uno stesso quadrangolo , le loro polari reciproche saranno inscritte 
in uno stesso quadrilatero. E siccome le prime coniche sono incontrale da una 
trasversale arbitraria in coppie di punti formanti un’ involuzione, così le tan- 
genti condotte da un punto qualunque alle coniche inscritte in un quadrilatero 
sono pur accoppiate involuioriamente. 


(a') Se la conica fondamentale C a , 
riguardala come inviluppo ili seconda clan 
se, è una coppia di pumi oo', il polo di 
ogni reità II giace nella retta oo', c que- 
sta è divisa armonicamente dal polo e dalla 
polare, l'ero il polo della retta oo' è inde, 
terminato, cioè qualunque punto del piano 
può essere assunto come polo di quella 
reità. Ond* è che ogni punto della rena 
oo' ha infinite polari tutte incrociatisi in 
un altro punto della medesima retta ; men- 
tre un punto qualunque esterno alla oo' 
non ha altra polare che questa retta. 

Dunque, se è data ima curva dell* or- 
dine r,la sua polare reciproca , cioè l'in- 
viluppo delle polari de’ suoi pillili , è il 
sistema di r punii situati iu linea retta 
con oo' , i quali sono , rispetto a questi 
due, i coniugati armonici di quelli ove la 
curva data incontra la retta oo'. 
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(c) Se sono date a priori entrambe Je coniche A, K , ie quali si se- 
ghino □ e’ punti abeti ed abbiano le tangenti comuni ABCD , la conica rispetto 
alla quale K , K' sono polari reciproche dovrà essere coniugala ( 1 1 1 ) al trian- 
golo formato dai punti diagonali del quadrangolo abed e dalle diagonali del 
quadrilatero ABCD (108, c). Per determinare completamente questa conica, 
basterà aggiungere la condizione che il punto a sia, rispetto ad essa, il polo 
di una delie quattro rette ABCD (108, f). Donde segue esservi qnattro 
coniche, rispetto a ciascuna delle quali due coniche date 
sono polari reciproche. 

( d ) Date due coniche K , K , la prima di esse sia circoscritta ad un trian- 
golo pqr coniugato alla seconda. Se C., è una conica rispetto a cui le date 
siano polari reciproche , e se le rette PQR sono le polari de* punti pqr ri- 
spetto a C, il trilatero PQR sarà circoscritto a K‘. Ma il triangolo pqr è 
supposto coniugato a JT ; dunque ( a ) il trilatero PQR sarà coniugato a K. 
Ossia : 

Se una conica è circoscritta ad un triangolo coniugato 
ad una seconda conica, viceversa questa è inscritta in un 
trilatero coniugato alla prima; e reciprocamente (*), * 
Quindi, avuto riguardo al doppio enunciato (108, g): 

Se una conica è inscrìtta in un triangolo coniugato ad un’ altra conica 
(ossia, se questa è circoscritta ad un triangolo coniugato a quella), la polare 
reciproca della seconda conica rispetto alla prima è V inviluppo di una retta 
che tagli armonicamente le due coniche date ; e la polare reciproca della prima 
rispetto alla seconda è il luogo di un puuto dal quale tirate le tangenti alle 
due coniche date, si ottenga un fascio armonico. 

(e) In generale, date due coniche K , K’ , proponiamoci le seguenti qui- 
stioni (**): 


Quale è P inviluppo di una retta che 
seghi le coniche date in quattro punti ar- 
monici? quante rette dotale di tale pro- 
prietà passano per un punto qualunque, 
ex. gr. per uno de’ punti abed comuni alte 
coniche date ? Affinchè una retta condotta 
per a seghi A', A" in quattro punti ar- 
monici, tre di questi dorranno coincidere 
in a , cioè le sole tangenti che per a si 
possano condurre all’ inviluppo richiesto 
sono le due rette che ivi toccano l’unao 
P altra conica. Dunque P inviluppo è una 
conica F tangente alle otto rette che toc- 
cano in abed le curve date. 

Di (fueste otto rette, le quattro che 
toccano A" sono anche tangenti (III) alla 
conica 77, polare reciproca di A' rispetto 
a A" ; ossia le coniche A", 17, F sono in- 
scritte nello stesso quadrilatero. Dunque, 


Quale è il luogo di un punto dal quale 
si possa condurre un fascio armonico di 
tangenti alle coniche date? quanti punti 
dotati di questa proprietà esistono in una 
retta qualunque , ex. gr. in una delle tan- 
genti ABCD comuni alle coniche date? E 
evidente che le sole intersezioni della retta 
A col luogo di cui si tratta sono i punti 
in cui la retta medesima tocca P una o 
P altra conica data. Il luogo richiesto è 
dunque una conica F passante per gli 
olio punti in cut le enrve date sono toc- 
cale dalle loro tangenti comuni. 

Di questi otto punti, i quattro situali 
in K appartengono anche alia conica 77‘ , 
polare reciproca di A" rispetto a K ; vale 
a dire, le coniche K } H\ F appartengono 
ad uno stesso fascio. Dunque , se un punto 


*) Hkshk, Vorletungen Ulxr analylitcfie Geometrie des fìaumei , Leipzig 1861, p. 715. 

(*•) Stagdt, Lcbcr die Auree» a. Ordnung , MUrnbcrg 1831 , p. 25. 
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se una tangente di H , non comune a A", 
sega armonicamente K , K ' , le coniche 
/f, F coincidono. Ciò accade quando A' è 
circoscritta ad uu triangolo coniugato a 
K> (d). 


di ir , non comune a A", c centro d’ un 
fascio armonico di rette tangenti a A', A", 
te coniche H' , F si confondono in una 
sola. Ciò accade quando K' è inscritta in 
un triangolo coniugalo a K (d). 


Se Cg è una conica rispetto alla quale K , K siano polari reciproche , 
evidentemente le coniche F , F' ( come pure II, II' ) sono polari reciproche 
rispetto a Cj . 

(f) Siano K, K', K" tre coniche circoscritte ad uno stesso quadrangolo 
abed , e le prime due siano separatamente circoscritte a due triangoli coniuga- 
li ad una medesima conica C t . Le coniche II . B', II' , polari reciproche di 
quelle prime Ire rispetto a f s , saranno tutte toccate dalle rette AB( D , pola- 
ri de' punti abai rispetto a C (b). Dunque (d) la retta A sega armonica- 
niente si le due coniche C it K, che le due C ì , K' ; cioè le intersezioni di 
C con A sono i punti doppi dell’ involuzione ( quadratica ) che le coniche 
del fascio ( KK ) determinano sopra A. Di qui si trae che A taglia armoni- 
camente anche , K, ossia (e): 

Se in due coniche sono separatamente inscritti due 
triangoli coniugati ad una conica data, qualunque altra 
conica descritta pei punti comuni alle prime due sarò pur 
circoscritla ad un triangolo coniugato alla conica data. 


V ut . XI*. Carne Ueirrille ila un punto, le indicatrici 
del quale variino con legge data. 


112. Riprendendo il caso generale d’una curva fondamentale C„ d’ordi- 
ne qualsivoglia n , cerchiamo di condurre per un dato punto p una retta che 
tocchi ivi la prima polare d’ alcun puoto o della retta medesima (*). Le pri- 
me polari passanti per p hanno i loro poli nella retta polare di questo punto. 
Se inoltre p dev’ essere il punto di contatto della prima polare con una tan- 
gente condotta dal polo o, anche la seconda polare di o dovrò passare per 
p (70); talchi o sarà una delle intersezioni della retta polare colla conica 
polare di p, cioè po dev’ essere tangente alia conica polare di p. 

Dunque le rette che risolvono il problema souo le due tangenti che da 
p si possono condurre alla conica polare di questo punto , ossia le due indi- 
catrici del punto p (90, c). 

(a) Se p è un punto dell’ Hcssiana , la sua conica polare è un pajo di 
rette incrociantisi nel corrispondente punto o della Sleitieriana, pel quale pas- 
sa anche la retta polare di p. I punti di questa retta sono poli di gitreltanle 
prime polari passanti per p ed ivi aventi una comune tangente ( 90 , a ) ; don- 
de segue che questa è un’ indicatrice del punto p. Ma le indicatrici di p so- 
no insieme riunite nella retta po (90, c); dunque (98, li): 

La retta che unisce un punto dell’ Hessiana al cor- 


(“> Clissci , I . C . e 280-285. 
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rispondente punto deila Steineriana tocca nel primo di 
<|uesti punti tutte le prime polari passanti per esso. 

Ond’ è cbe la linea della classe 3(n — I ) ( n — 2 ) , inviluppo delle tan- 
genti comuni ne’ punti di contatto fra le prime polari (91,b), pub anche 
essere definita come I’ inviluppo delle rette che uniscono le 
coppie di punti corrispondenti dell’ Hessiana e della Stei- 
ncriana (98, b). 

( b ) Data una retta fi , in essa esistono 2 ( n — 2 ) punti , ciascon dei 
quali, o, è il polo d’una prima polare langeole ad R in un punto p ( 103 , c); 
epperò in una retta qualunque vi sono 2 ( n — 2 ) punti, per 
ciascuno de’ quali essa è un’ indicatrice. 

Se R è una tangente delia curva fondaineutale , nel punto di contatto so- 
no riuniti due punti o ed i due corrispondenti punti p. 

113. Quale è il luogo del punto p , se una delle sue indicatrici passa 
per nn punto fisso i? Ciascuna retta condotta per t contiene 2(n — 2) posi- 
zioni del punto p (112, b); cd i rappresenta altri due punti p, corrispon- 
denti alle due indicatrici dello stesso punto i. Dunque il luogo richiesto è una 
curva li* dell’ordine 2(n — 2)-t-2 = 2(n— f), che passa due volte per i. 

Considerando una tangente della curva fondamentale , nel punto di contat- 
to sono riuniti due punti p ; dunque la linea L 11 tocca C „ negli n ( n — 1 ) 
punti di contatto delle tangenti condotte a questa dal punto i. 

Quando il polo o (112) prende il posto del punto a , le (n — l)(n — 2) 
intersezioni della prima colla seconda polare df i sono altrettante posizioni del 
punto p. Viceversa, se p è nella seconda polare di i , la conica polare di p 
passa per i; ma t dee giacere in una tangente condotta da p alla conica po- 
lare di quest’ nltimo punto , dunque anche la retta polare di p passerà per 
e conseguentemente p giacerà nella prima polare di «'.Quegli (n — I ) ( r» — 2) 
punti sono pertanto i soli che la curva l" abbia comuni colla seconda polare 
di t ; ond’ è che in lutti quei punti le due curve si toccano. Concludiamo 
adunque che la curva L' 1 tocca la curva fondamentale e la seconda polare del 
punto i ovunque le incontra, e gli n(n — l)-v-(n— l)(n — 2) punti di 
contatto giacciono tutti nella prima polare di i. 

Siccome la prima polare di i presa due volte può considerarsi come una 
linea dell’ordine 2(n — t), e siccome la curva fondamentale e la seconda 
polare di i costituiscono insieme un’altra linea dello stesso ordine; cosi (41) 
per i 2 ( n — 1 )* punti , ne’ quali la prima polare di i sega C„ e la seconda 
polare , si può far passare un fascio di curve dell’ ordine 2 ( n — 1 ) , ciascu- 
na delle quali tocchi la curva fondamentale e la seconda polare di i in tutti 
quei punti. Fra le infinite curve di questo fascio , quella che passa per «' è L“. 

114. Di qual classe è l’inviluppo delle indicatrici dei punti di una data 
curva Cm <1’ ordine m ? Ossia , quanti punti di questa curva hanno un’ indi- 
catrice passante per un punto t fissato ad arbitrio? Il luogo di un punto p , 
un’ indicatrice del quale passi per t, è (113) una curva dell’ordine 2(n — I ), 
che segherà C» in 2m(it — 1) punti; dunque in i concorrono 2m(n— l) 
tangenti dell’ inviluppo richiesto. 

Si noti poi che quest’ inviluppo tocca la curva fondamentale ovunque 
essa è incontrata da e ciò perchè ciascuna di queste intersezioni ha le 
sue indicatrici confuse insieme nella relativa tangente di C , . Dunque : 
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Le indicatrici dei punti di una linea d’ordine m in- 
viluppano una linea della classe 2m|n — 1), c li e tocca la 
curva fondamentale ne’ punti ove questa è incontrala dalla 
linea d’ordine m. 

(a) Di qui per m — 1 si ricava che le indicatrici dei punti di una retta 
data inviluppano una curva della classe 2(ti — 1), la quale tocca in 2|n — 2) 
punti la retta medesima , perchè questa è indicatrice di 2 ( n — 2 ) suoi punti 
(112, b). 

(b) In virtù del teorema generale or dimostrato, se il punto p percorre 
1’ Hessiana che è una curva dell’ordine 3(n — 2), le indicatrici di p invi- 
luppano una linea della classe 6 (n — 1)(n — 2); ina siccome in questo ca- 
so , per ogni posizione di p le dne indicatrici si confondono in una retta unica 
(90, c), cosi la classe dell’inviluppo si ridurrà a 3(n — 1 ) { n — 2): risul- 
tato già ottenuto altrimenti (91, b; 112, a). 

A quest’ inviluppo arrivano 3 In — 1 ) (n — 2) tangenti da ogni dato punto 
« ; onde ciascuno dei 3(n — l)(n — 2) punti p dell’ Hessiana , le indicatrici 
de' quali sono le anzidetto tangenti , rappresenta due intersezioni dell’ Hessiana 
colla curva L" superiormente determinala (113). 

Riunendo questa proprietà colle altre già dimostrate (113), si ha l’e- 
nuncialo : 

Dato un punto i, il luogo di un punto p tale che la 
retta pi sia tangente alla conica polare di p è una linea 
dell’ ordine 2(n — 1), che passa due volte per i e tocca 
la curva fondamentale, l’Hessiana e la seconda polare di 
i ovunque le incontra. 

115. Cerchiamo ora di determinare l’ordine del luogo di un punto p, 
un’ indicatrice del quale sia tangente ad una data curva K r della classe r , cioè 
indaghiamo quanti punti sianvi in una retta R , dolali di un’ indicatrice tan- 
gente a A r . Se il punto p si muove nella retta R, le sue indicatrici invilup- 
pano (114, a) una linea della classe 2(n — 1 ), la quale avrà 2r(n — 1) 
tangenti comuni colla data curva K r . Dunque il luogo richiesto è dell’ ordine 
2r(n — 1 ). 

Se consideriamo una tangente comune a K r ed a Cn , nel contatto con 
quest’ altima linea sono riuniti due punti p, pei quali la tangente fa l’ufficio 
d’ indicatrice ; donde s’ inferisce che il luogo richiesto tocca la curva fonda- 
mentale negli m(n — 1) punti ove questa è toccata dalle tangenti comuni a 
A' r , ovvero ( ciò che è la stessa cosa ) ne’ ponti in cui la curva fondamentale 
è incontrata dalla prima polare di R r (104, d). 

La curva A' r ha 3r ( n — 1 ) ( n — 2 ) tangenti comuni coll’ inviluppo del- 
le indicatrici dei punti dell’ Hessiana ; talché 3r(n — l)(n — 2) é il nume- 
ro dei punti comuni all’ Hessiana ed al luogo dell’ ordine 2r ( n — 1 ) , di cui 
qui si tratta. Dunque: 

Il luogo di un punto dal quale tirate le tangenti alla 
sua conica polare, una di queste riesca tangente ad una 
data curva della classe r, è una linea dell’ordine 2r(n — 1) 
che tocca la curva fondamentale e I’ Hessiana ovunque le 
ine on tra. 

116. Dati due punti fissi i, j, cerchiamo il luogo di un punto p tale 
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che le rene pi, pj siano polari coniugale (108) rispetto alla conica polare 
di p. É evidente che questo luogo passa per i e per j. 

Sia R una retta condotta ad arbitrio per j , e p un punto di R. Le 
rette polari di p , i rispetto alla conica polare di p incontrino R ne’ punti 
a, 6; i quali se coincidessero in un punto solo, questo sarebbe il polo della 
retta pi relativamente alla detta conica, talché si avrebbe in p un punto del 
luogo richiesto. Assunto ad arbitrio il punto a come intersezione di R con una 
retta polare , gli corrispondono n — 1 posizioni del polo p ( i punti comuni ad 
R e alla prima polare di a) , e quindi altrettanti punti b. Se invece si assu- 
me ad arbitrio b, come incontra di R colla retta polare di i rispetto ad una 
cooica polare indeterminata , il polo p di questa è nella prima polare di i re- 
lativa alla prima polare di b (69, d), cioè in una curva d’ordine n — 2, 
le intersezioni della quale con R sono le posizioni di p corrispondenti al dato 
punto 6; ond’ è che a questo punto corrisponderanno n — 2 punti a (*). Dun- 
que il numero de’ punti p in R , pei quali a e b coincidono ,è(n — I ) -+- ( n — 2); 
e siccome anche j è un punto della curva cercata , così questa è dell’ ordine 
( n — 1 ) -+- ( n — 2)-t-l = 2(n— 1). La designeremo con L’ 1 , perchè , ove 
j coincida con t, essa rientra nella curva L" già considerata ( 113)- 

Sia p il punto di contatto della curva fondamentale con una tangente 
uscita da i; la retta polare di p è pi, tangente in p alia conica polare dello 
stesso punto p, onde, qualunque sia j, la retta pj passa pel polo di pi. 
Dunque p è un punto di L ‘> , cioè questa linea passa per gli n ( n — 1 ) punti 
di contatto della curva fondamentale colle tangenti che le arrivano da i ; e per 
la stessa ragione passerà anche per gli n ( n — 1 ) punti in cui C n è toccata 
da rette condotte per j. 

Cerchiamo in quanti e quali punti la curva V> incontri la prima polare 
di ■ relativa alla prima polare di j, la quale chiameremo per brevità seconda 
polare mista de' punti ij. Se questa seconda polare mista passa per p , vice- 
versa ( 69 , d| la retta polare di i rispetto alla conica polare di p passa per 
ì, ossia i punti i, j sono poli coniugati (108) relativamente alla conica po- 
lare di p. In tal caso , affinchè le rette pi , pj siano polari coniugate rispetto 
alla medesima conica, basta evidentemente che la retta polare di p passi per 
t o per j ; epperè p dovrà trovarsi o nella prima polare di i o in quella di 

j. Dunque la curva L IJ passa pei punti in cui la seconda polare mista de’ punti 

ij è segata dalle prime polari de’ punti medesimi. 

Ora siano p, o due punti corrispondenti dell’ Hessiana e della Stcineria- 
na , tali che la retta po passi per i. Per esprimere che , rispetto alla conica 
polare di p, le rette pi, pj sono coniugate, basta dire che le rette polari di 
p e j (relative alta conica) concorrono in un punto di pi. Ma nel caso attua- 
le , la conica polare di p è un pajo di rette incrociantisi in o ( 9(1 , a ) , talché 


(*,i Variando il punto a nella retta R, la prima polare ili a genera ini fascio (77), le rune ilei 
Oliale determinano io R un' involuzione del grado n — I. Ma ad ogni punto p corrisponde un puuto 
0 ; dunque, col variare di a, il gruppo de* corrispondenti n — 1 punti A genera un* involuzione del gra- 
do n — l. Anche la prima polare di A, rispetto alla prima polare del punto fisso », quando A corra 
sopra R, dà luogo ad un fascio} epperò, col variare di A, il gruppo de’ corrispondenti n — 2 punti a 
genera un’ involuzione del grado n — 2. Dunque, variando «imtilUueamenle i punti a, A producono (Ine 
involuzioni proiettive, I* una del grado n — 2, l’altra del grado « — 1. I 2» — 3 punti comuni a 
queste involuzioni (24, b ; , insieme con j, sono quelli in coi R incontra il richiesto luogo geometrico- 
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per questo punto possano le polari di p e j (relative alla conica medesima). 
E siccome anche pi contiene , per ipotesi , il punto o , cosi p appartiene ad 
L' 1 , ossia questa curva passa pei 3(n — l)(n — 2) punti dell' Hessiana , le 
cui indicatrici concorrono in i. Analogamente la curva £'•> passa anche pei 
3 ( n — 1 ) ( ri — 2 ) punti dell' Hessiana , le indicatrici de' quali partono da j. 
Dunque : 

Dati due punti i, j , il luogo di un punto p, tale che 
le rette pi, p; siano coniugate rispetto alla conica polare 

di p, è una linea dell’ ordine 2(n — I), che passa: 1." pei 

punti i, j ; 2.° pei punti in cui la curva fondamentale £ 
toccata dalie tangenti condotte per i o per j \ 3.° pei punti 
in cui la prima polare di i (o di j ) £ toccata da rette 
concorrenti in j (o in i); 4.° pei punti dell’ Hessiana, le 
indicatrici de’ quali convergono ad i o a j. 

(a) in altre parole, la linea L‘ J sega la curva fondamentale e I’ Hessia- 
na ne’ punti ove queste sono toccale dalle due linee L u , V> , che dipendono 

separatamente dai punti i, j (113). 

( h ) Se il punto i £ dato , mentre j varii descrivendo una retta R , la 
liuea L‘> genera un fascio. Infatti, essa passa , qualunque sia j , per 4 ( n — 1 )* 
punti fissi, i quali sono: l.° il punto i; 2.® gli n(n — 1) punti in cui C„ 
£ toccata dalle tangenti che passano per i; 3.° i 3 In — 1 ) ( n — 2) punti 

dell’ Hessiana , le cui indicatrici concorrono in « ; 4.° i 2n — 3 punti nei 

quali (oltre a j che £ variabile) R sega L' 1 ; questi ultimi non variano, per- 
ch£ sono i pumi comuni a due involuzioni proiettive , indipendenti dal punto j 
( vedi la noia a pag. 93 ). 

Questa proprietà si dimostra anche cercando quante curve L' 1 passino per 
un dato punto q, quando i sia fisso e j debba trovarsi in una retta R. Sic- 
come le rette qi, qj devono essere coniugate rispetto alla conica polare di q, 
così il punto j sarà I’ intersezione di R colla retta che congiunge q al polo 
di qi relativo a quella conica. Dunque ecc. 

Nello stesso modo si dimostra che, se i £ fisso, le curve L ì passanti per 

uno stesso punto q formano no fascio ; cio£ per due punti dati q , q passa una 

sola curva l}‘ relativa al punto fisso i; ecc. 

117. La precedente ricerca (116) può essere generalizzata, assumendo 
una curva-inviluppo invece del punto j , od anche una seconda curva invece 
di i, ovvero una sola curva in luogo del sistema dei due punti. 

Data una curva K r della classe r e dato un punto i , vogliasi determinare 
il luogo di un punto p tale che la retta pi sia , rispetto alla conica polare di 
p, coniugata ad alcuna delle tangenti che da p ponno condursi a A\ : ovvero 
con altre parole, la retta pi passi per alcuno de’ punti in cui la retta polare 
di p taglia la curva polare reciproca di A' r rispetto alla conica polare di p ( HO ). 

La curva richiesta passa r volte per ■ , giacch£ se il punto p cade in 
i, sonvi r rette pi sodisfacenti all’ anzidetta condizione: quelle cio£ che da i 
vanno agli r punti in cui la retta polare di p taglia la polare reciproca di AV 
(relativa alla conica polare di i). 

Sia p un punto di C„; la retta polare di p sarà la tangente alla curva 
fondamentale nel punto medesimo. Laonde se questa retta tocca anche A, , p 
sarà un punto della polare reciproca di A r ( relativa alla conica polare di p)j 
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e siccome, qualunque sia i, la rolla pi passa per p, punto comune alla delta 
polare reciproca ed alla reità polare di p, così questo punto apparterrà al 
luogo richiesto. Ond’ è che questo luogo contiene gli m(n — I) punti di con- 
tatto della corra fondamentale colle tangenti comuni a A\ ■ 

Se invece p appartiene a C» * pi è tangente a questa curva in p, la 
stessa retta pi è la polare di p; ma essa incontra in r punti la polare reci- 
proca di K r , dunque p è un punto multiplo secondo r per la curva richie- 
sta. Questa ha pertanto n(n — 1) punti (r)*", e son quelli ove C» i toccata 
da tangenti che concorrono in t. 

Sia p un punto dell’ Hessiana , o il corrispondente punto della Steineria- 
na. Se po à tangente alla data curva K r , essa sarà coniugata alla retta pi 
rispetto alla conica polare di p; infatti, si quella tangente che le polari dei 
punti p, i, relative a questa conica, concorrono nel punto o. Donde s’infe- 
risce che p è un punto del luogo che si considera ; tale a dire , questo luogo 
passa pei 3r ( n — 1 ) ( n — 2 ) punti dell’ Hessiana , le indicatrici de’ quali 
toccano A" r . 

Siano ancora p, o punti corrispondenti dell’ Hessiana e della Steineriana ; 
ma po passi per i. Allora , siccome la conica polare di p i un pajo di rette in- 
crociate in o, così la polare reciproca di A' r rispetto a tale conica sarà ( 110, a) 
ud fascio di r rette concorrenti in o. Ond’ è che il punto o rappresenta r in- 
tersezioni sì della retta pi che della retta polare dì p colla polare reciproca 
di K r , e per conseguenza p lien luogo di r punti consecutivi comuni alla 
curva richiesta ed all’ Hessiana. Dunque il luogo geometrico , del quale si 
tratta, ha un contatto ( r coll’ Hessiana in ciascuno dei 3(n — 1)(n — 2) 
punti le cui indicatrici passano per t. 

Passiamo da ultimo a determinare I’ ordine della curva in questione. Sia 
R una retta arbitraria condotta per i , c p un punto in R. La retta polare 
di p incontri 71 in a , e la polare reciproca di K r ( rispetto alla conica pola- 
re di p ) seghi 71 in r punti b. Se si assume ad arbitrio a, vi corrispondono 
n — 1 posizioni di p ( le intersezioni di 72 rolla prima polare di a ) e quin- 
di r ( n — I ) posizioni di b. Se invece si assume ad arbitrio b , come incon- 
tro di 71 colla polare reciproca di A" r rispetto alla conica polare di un polo 
indeterminato, questo polo giace (104, k) nella prima polare di A r relativa 
alla prima polare di A; la qual curva essendo (104, d) dell’ordine r(n — 2) 
sega R in altrettanti punti p,eda ciascuno di questi corrisponde un punto a. 
Così ad ogni punto a corrispondono r(n — 1) punti b, od ogni punto b in- 
dividua r(n — 2) punti a; onde la coincidenza di un punto a con uno dei 
corrispondenti punti b avverrà r(n — 1)-t-r(n — 2) volle. Ma ove tale coin- 
cidenza si verifichi , il punto p appartiene alla curva cercala. Questa ha dun- 
que r(2n — 3) punti in 72, oltre al punto i che è multiplo secondo r; vale 
a dire , essa è dell’ ordine 2r ( n — 1 ). 

( a ) Analogamente si dimostra che : 

Date due curve A‘ r , A, , le cui classi siano r , s , il luogo di un punto 
p tale che due tangenti condotte per esso, Cuna a A' r , l’altra a A,, siano 
coniugale rispetto alla conica polare dello stesso punto p, è una linea del- 
l’ordine 2rs(n— 1 ) , la quale f.° passa s volle per ciascuno degli rn(n — I) 
punti in cui la curva fondamentale C n à toccata da rette tangenti di A',. ; 
2.° passa r volte per ciascuno degli sn(n— 1) punti in cui C„ è toccala da 


Digitized by Google 



9(5 

rette tangenti di A'.j 3.° ba coli’ lipsiana un contatto ( s )/»'»'" j n ciascuno 
dei 3r(« — !)(n — 2) punti le cui indicatrici toccano A' r ; 4.° ha coll’Hes- 
siana ntedesima un contatto (r) fn " ,M in ciascuno dei 3l(n — l)(n — 2) punti 
le indicatrici dei quali sono tangenti a A,. 

(b) Se invece è dato un solo inviluppo K r della classe r, e si cerca il 
luogo di un punto p tale che due tangenti condotte da esso a K, siano con- 
iugate rispetto alla conica polare di p, si trova una linea dell' ordine 
rn(r — 1 ) (n — I ) , la quale passa r— I volte per ciascuno degli rn(n— 1) 
punti ove la curva foudamenlale è toccala da rette tangenti di K r , ed ha un 
contati» (r— 1 coll’ Hcssiana in ciascuno de’ 3r |n — 1 ) ( n — 2 ) punti 
di questa curva , le indicatrici de’ quali toccano K, . ■ 


lai, XX. .alcune proprietà della curva IleMlana 
e della fticlncrlana. 


118. Sia p un punto dell’ Hessiana ed o il corrispondente punto della 
Stcinei iana. L’ ultima polare di p è una retta passante per o , i pumi della 
quale sono poli d’ altrettante prime polari toccate in p dalla retta po ; ma 
fra esse ve n’ ha una dotala d’ un punto doppio in p , e il suo polo è o 
(88, d; 90, a; 112, a). 

(a) Siano o, o due punti della Sleineriana; i poli della retta oo saran- 
no le ( n — 1 )* intersezioni delle prime polari di quei due punti , le quali 
hanno rispettivamente per punti doppi i corrispondenti punti p , p' dell’ Hes- 
siana. Assumendo o infinitamente vicino ad o, la retta oo' ossia la tangente 
in o alla Sleineriana avrà un polo in p ; dunque le tangenti «Iella 
Sleineriana sono le rette polari dei punti dell’ Hessia- 
na. Ovvero ( 00 , b): 

l. a Sleineriana è I’ inviluppo di una retta che abbia 
due poli coincidenti. 

(bj Questo teorema ci mena a determinare la classe della Sleineriana. 
Le tangenti condotte a questa curva da un punto arbitrario i hanno i loro poli 
nella prima polare di i,e questa sega I’ Hessiana in 3(n — lj(n — 2) pun- 
ti. Dunque la Sleineriana è della classe 3(«— l)(n — 2). 

(c) Siccome i flessi della curva fondamentale C„ sono punti dell’ Hes- 
siana (100), cosi le- rette polari dei medesimi, cioè le tangenti stazionarie 
di C n , sono anche tangenti della Sleineriana. 

I pnmi della Sleineriana che corrispondono ai flessi di C * , considerati 
come punti dell’ Hessiana , giacciono nelle tangenti stazionarie della curva fon- 
damentale ; queste tangenti adunque toccano anche la curva della classe 
3(n — l)(n — 2), inviluppo delle indicatrici dei punti dell’ Hessiana (114, b). 

(d) Secondo il teorema generale (103), 1’ ( n — 1 )”* polare dell’ Hes- 
siana , cioè l’ inviluppo delle rette polari de’ punti dell’ Hessiana , è una cur- 
va K della classe 3(n — l)(n — 2) e deli’ ordine 3(n — 2)(5n— 11), 
della quale fa parte la Sleineriana. 

Se t è l’ intersezione di due rette tangenti alla Sleineriana , ciascuna di 
esse ha nn polo nell’ Hessiana , e per questi due poli passa la prima polare 
di i. Se le due tangenti vengono a coincidere , i due poli si confondono in 
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ud sol punto, nel quale I’ Hessiana sarà toccala dalla prima polare di i; ep- 
perù quest’ ultimo sari un punto dell’ (n — 1 polare dell’ Hessiana, ri- 
guardata come il luogo dei poli delle prime polari tangenti all’ Hessiana me- 
desima. Ma i punti i, ne’ quali può dirsi che coincidano due successive tan- 
genti della Steineriana , sono , oltre ai plinti di questa curva , quelli situati in 
una qualunque delle tangenti stazionarie della curva medesima, l’er conseguenza 
la linea A, (va — 1 )"*“ polare dell’ Hessiana , è composta della Steineriana e 
delle tangenti stazionarie di questa. Ossia, la Steineriana ha 
3(n — 2)(Sn-rll)— 3(n — 2) a = 3(n — 2 ) ( 4n — 9) tangenti sta- 
zionarie. 

Della Steineriana conosciamo cosi 1’ ordine 3 ( n — 2 )*, la classe 
3(n — 1)(n — 2) ed il numero 3(n — 2)( 4» — 9) de’ flessi. Onde , appli- 
candovi le forinole di Piticasa ( 99,100), troveremo che la Steineriana ha 

3 

12(n — 2)(n— 3) c u spid i, — (n — 2 ) (n — 3 ) ( 3n s — 9n — 6 ) punti 

3 

doppi e — (n — 2) (n — 3 ) (3n s — 3n — 8 ) tangenti doppie. 

Se al numero delle cuspidi s’aggiunge due volte quello de’ flessi, se al 
numero delle tangenti doppie si aggiuuge quello delle stazionarie, e se il nu- 
mero de' punti doppi è sommato col numero de’ punti in cui le tangenti sta- 
zionarie segano la Steineriana e si segano fra loro ; si ottengono rispettivamen- 
te i numeri delle cuspidi , delle tangenti doppie e de’ punti doppi della com- 
plessiva curva K d’ordine 3 (n — 2 ) ( 5n — 1 1 ) , (n — 1 )"“ polare del- 
l’Hcssiaua, in accordo coi risultati generali (103). 

119. Sia oo una retta tangente alla Steineriana; o il punto di contatto; 
p il corrispondente punto dell’ Hessiana. Le prime polari dei punti di oo' for- 
mano un fascio di curve , che si toccano fra loro in p , avendo per tangente co- 
mune po. Fra le curve di questo fascio ve o’ ha una , la prima polare di o , 

per la quale p è un punto doppio, e ve ne sono altre 3(n — 2 )* — 2, cioè 

le prime polari de’ punti in cui oo' sega la Steineriana , le quali hanno un 
punto doppio altrove. 

(a) Se oo' è una tangente doppia della Steineriana; o, 0 i punti di 

contatto; p, p' i corrispondenti punti dell’ Hessiana ; allora le prime pola- 

ri di tulli i punti di oo' si toccheranno fra loro si in p che in p\ Dun- 
que ( 118 , d) : 

In uua rete geometrica di curve d’ ordine n — 1 , vi 

3 

so n o — (n — 2 ) (n — 3) (3n s — 3n — 8 ) fasci, in ciascuno dei 

quali le curve si toccano fra loro in due punti distinti. 

(b) Se nella tangente doppia oo i punti di contatto si riuniscono in o, 
per modo che essa divenga una tangente stazionaria della Steineriana , anche i 
punti pp si confonderanno in un solo, e le prime polari dei punti di oo' a- 
vranno fra loro un contatto tripunto in p, punto doppio della prima polare 
del flesso o. 

Inoltre quelle prime polari toccano in p 1’ Hessiana, perché le tangenti 
stazionarie della Steineriana fanno parte (118, d) del luogo de’ poli delle 

13 
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prime polari ingenti all’ Hessiana. Donde segue che , se o è un flesso 
della Sleincriana e p <■ i I punto doppio della prima polare di o, 
la retta po è tangente all’ Hessiana in p. 

Così* anche dimostrato che in una rete geometrica di curve d’ or- 
dine n — 1 , »’ hanno 3(n — 2 ) ( 4n — 9) fasci, in ciascun de’ (ina- 
li le curve hanno fra loro un coutatto tripunlo, cioè si osculano 
in uno stesso punto. 

120. Consideriamo una prima polare dotata di due punti doppi p, p , e 
sia o il polo di essa. Condotta per o una retta arbitraria li, le prime pelati 
dei punti di lì formano un fascio, nel quale trovansi 3 ( n — 2 )- punti dop- 
pi (88), cioè i 3(n — 2 1 1 punti comuni ad A ed alla Sleineriana sono i 
poli d’ altrettante prime polari dotale di un punto doppio. Ma , siccome due 
punti doppi esistono già nella prima polare di o , cosi quel fascio avrà sola- 
mente 3(n — 2 ) 2 — 2 altre curve dolale di un punto doppio; donde s’infe- 
risce che A taglia la Sleineriana non piti che in 3 ( n — 2 ) 5 — 2 punti . oltre 
ad o, cioè o è un punto doppio della Sleineriana. 

Quando A prenda la posizione di P retta polare di p , le prime polari ilei 
suoi punti passano tutte per p, epperò questo punto conta per due fra i 
3(n — 2)' s punti doppi del fascio (88, a). I punti p, p equivalendo così a 
Ire punti doppi, il fascio conterrà soltanto altre 3(n — 2) s — 3 curve aventi 
un punto doppio ; c ciò torna a dire che la retta P non ha che 3(n — 2)* — 3 
punti comuni colla Sleineriana , oltre ad o. Questo punto equivale dunque a 
Ire intersezioni della curva con A; e lo stesso può ripetersi per P' retta 
polare di p'. 

Per conseguenza: se una prima polare ha due punti doppi 
p , p' , i I suo polo o è un punto doppio della Sleineriana, 
la quale è ivi toccata dalle rette polari di p, p . 

Ed avuto riguardo al numero de’ punti doppi delia Sleineriana (118, d), 
si conclude: 

In una rete geometrica dell’ ordine n — 1, vi sono 


— ( n — 2 | ( n — 3 ) ( 3n 4 — 9n — 6 ) curve, ciascuna delle quali ha 
due punti doppi (*). 

121. lmaginisi ora una prima polare dolala di una cuspide p, e siane o 
il polo. Una retta qualunque A condotta per o determina un fascio di prime 
polari, una delle quali ha una cuspide in p; perciò il numero di quelle dotate 
di un punto doppio (88, b) sarà 3(n — 2 )* — 2. Dunque A incontra la 
Sleineriana in due punti riuniti in o. 

Ma se si considera la retta P polare di p, le curve prime polari dei 
suoi punti passano tulle per p, c fra esse re n’ha soltanto 3(n — 2 )‘‘ — 3 , 
che siano dotate di uu punto doppio (88, c). Cioè il punto o rappresenta tre 
intersezioni della retta P colla Sleineriana ; ed è evidente che tale proprietà è 
esclusiva alla retta P. 

Dunque: se una prima polare ha una cuspide p, il suo 


l*; stiiskr , I. e. p. 4-s. 
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polo o è una cuspide della Steineriana, la quale ba iti 
per tangente la retta polare di p (*). 

Ed in causa del minierò delle cuspidi della Steineriana (118, d ) : 

In una rete geometrica dell’ ordine n — 1, ri sono 
P2|n — 8 ) ( n — 3) curve, ciascuna delle quali è dotata di una 
cuspide. 

123. Una curva Cm d* ordine m incontri l’Hessiana in 3m(n — 2) punti ; 
le rette polari di questi punti saranno tangenti si all’ ( n — t )"“ polare di C m 
(103, e) ebe alla Steineriana (118, a). Sia p uno di quei punti , ed o quello 
in cui la Steineriaua i toccala dalla retta polare di p. La prima polare di o 
ba un punto doppio in p , onde ha ivi due ponti coincidenti comuni con C„ ; dun- 
que, siccome I’(n — 1 polare di Cm è il luogo dei poli delle prime polari 
tangenti a Cm (103), cosi o è un punto di questa (n — 1 polare. Ossia: 

L’(n— 1 )"“ polare di una data curva d’ ordine m tocca 
la Steineriana in 3m(n — 3) punti, che sono i poli d’al- 
trettante prime polari aventi i punti doppi nelle interse- 
zioni della curva data coll’ Hessiaua. 

Se n = l, abbiamo : 

Una retta arbitraria R sega l’ liessiana in 3 (n — 3 ) punti , che sono doppi 
per altrettante prime polari ; i pedi di queste sono i punti di contatto fra la 
Steineriana e I’ ( n — 1 )”" polare di R. 

Ed è evidente elle: 

Se R è una tangente ordinaria dell’ liessiana , 1’ ( n — 1 )"* polare di R 
avrà colla Steineriana un contatto quadripnnlo c 3n — 8 contatti bipunli. 

Se R è una tangente stazionaria dell’ Hcssiana , 1’ ( n — 1 )""* polare di R 
avrà colla Steineriana un contatto sipunto e 3 ( n — 3 ) contatti bipunli. 

E s e lì è una tangente doppia dell’ liessiana, 1’ (n — 1 polare di R 
avrà colla Steineriana due contatti quadripunti e 3n — 10 contatti bipunli. 

Amw. XXI. Proprtrtà delle seconde polari. 

123. La prima polare di un punto o rispetto alla prima polare di un 
altra punto d , ossia , ciò che 4 la medesima cosa ( 69 , e ) , la prima polare 
di o rispetto alla prima polare di o, si è da noi chiamata per brevità ( 1 1 C | 
secondo polare mista de’ punti od. Avuto riguardo a questa denominazione, la 
seconda polare del punto o, cioè la prima polare di o rispetto alla prima po- 
lare di o ( 69 , b ) può anche chiamarsi seconda polare pura del paolo o. 

Se la seconda polare mista de’ punti od passa per nn punto a , la retta 
polare di o relativa alla conica polare dì a passa per d ( 69 , d ) ; dunque (108): 

La seconda polare mista di due punti od è il luogo di 
un punto rispetto alla conica polare del quale i punti od 
siano poli coniugati. 

Orni’ è clic , data una retta R , se in essa assumonsi due punti od i quali 


(*) Stcixm enunciti che In Steineriana t da Itti chiamata Aerncurre)lu tS(lt — S)(n — 3) 
cuspidi (C. «li Crkllk , t. 47, p. 4). Poi Citaseli , avendo trovalo lo stesso numero di polari cuspidate, 
sospettò elle i poli di quelle Costerò le cuspidi della Steineriana , e dimostrò questa proprietà pel caso di 
n r 4 ( l ebtr turi-eri vìerter Ordnung, Giornale Caa llb-Borciardt , U59, 8erliuo 1861 , p. 131 ). 
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siano «miogali rispello alla conica polare di un punto a, la seconda polare 
mista di no’ passerà per a. Le coppie di punii in R, coniugali rispello alla 
conica suddetta , formano un’ involuzione i eni punti doppi tf sono le interse- 
zioni della conica colla retta (108). 1 punti tf sono pertanto i poli di due 
seconde polari pure passanti per a. 

Di (pii s’inferisce che, affinché una seconda polare mista, i cui poli od 
giacciano in R, passi per a, è necessario e sufficiente che oo' dividano ormo- 
nicamente il segmento tf ; vale a dire : se oo'tf sono quattro punti armonici , 
la seconda polare mista di oo' passa pei poli di tutte le coniche polari conte- 
nenti i punti tf. Ora , quando una conica polare passa per due punti tf, il 
sno polo giace si nella seconda polare pura di t che in quella di f (69, a); 
gli ( n — 2 ) 4 punti comuni a queste due seconde polari sono poli d’ altrettan- 
te coniche polari passanti per tf, epperii sono anche punti comuni a tutte le 
seconde polari miste che passano per a ed hanno i poli in R. 

Dunque le seconde polari miste passanti per un punto dato e aventi i 
poli in una data retta formano nn fascio d’ ordine n — 2. 

Se una seconda polare mista i coi poli giacciano in R dee passare per 
due punti ab , essa è pienamente e in modo unico determinata. I punti di R , 
coniugati a due a due rispetto alla conica polare di a , formano un’ involuzio- 
ne; ed una seconda involuzione nascerà dal punto b. I punti coniugati comuni 
alle due involuzioni (25, b) sono i poli della seconda polare mista richiesta. 

Concludiamo adunque che le seconde polari pure e miste i 
cui poli giacciano in una data retta formano una rete geo- 
metrica dell’ ordine n — 2. Inoltre, le seconde polari pure dei punti 
della retta data formano una serie d’ indice 2 ; cioè per nn punto arbitrario a 
passano due seconde polari pure ■ cui poli giacciono nella retta data ( e nella 
conica polare di a ). E il luogo de’ punti doppi delle seconde polari pure e 
miste de’ punti della retta data, cioè I’ Hessiana della rete anzidetta, è una 
curva dell’ ordine 3 ( n — 3 ) ( 92 ). 

124. Abbiamo or ora osservato che per doe punti tf della data retta R 
passano ( n — 2 ) s coniche polari , i poli delle quali sono le intersezioni delle 
seconde polari pure di e, f. Se questi due punti s’avvicinano indefinitamente 
sino a coincidere in uno solo f, avremo ( n — 2 ) 9 coniche polari tangenti in f 
alla retta R, e i loro poli saranno le intersezioni della seconda polare pura 
di f con quella del punto infinitamente vicino in R, vale a dire, saranno al- 
trettanti punti di contatto della seconda polare pura di f colla seconda polare 
della retta data ( la curva inviluppo delle seconde polari pure de’ punti di R, 
ossia il luogo de’ poli delle coniche polari tangenti ad R ( 104 ) ). 

Si è inoltre notalo che, se oo'tf sono quattro punti armonici (in R), 
la seconda polare mista di od passa per le ( n — 2 )- intersezioni delle secon- 
de polari pure di t, f. Ora, supposto che tf coincidano in un sol punto f , 
anche uno degli altri due ( sia o ) cadrà in f ( 4 ) ; dunque la seconda pola- 
re mista di due punti of in R passa per gli (n — 2) s punti in cni la secon- 
da polare pura di f tocca la seconda polare di R. Ossia : 

La curva d’ ordine 2(n — 2), seconda polare di una 
retta R, tocca in ( n — 2 ) a punti la seconda polare pura di 
un punto qualunque o di R. I 2 ( u — 2 ) s punti in cui la se- 
conda polare di jf è toccata dalle seconde polari pure di 
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due punii o,d di A, giacciono tutti in una stessa curia 
d’ ordine n — 2, che è la seconda polare mista de’ punti od. 

( a ) Di qui si pu5 dedurre che la seconda potare di una retta ha , ri- 
spetto alle seconde polari pure e miste de’ punti di questa retta , tulle le pro- 
prietà e relazioni che una conica possiede rispetto alle retto che la toccano o 
la segano. 

(b) Nè questo importante risultalo è proprio ed esclusivo alle curve se- 
conde polari^ ma appartiene ad una rete qualsivoglia. Data una rete geometri- 
ca di curve d’ ordine nt , fra queste se ne assumano infinite formanti una serie 
d’ indice 2 il loro inviluppo sari una linea tangente a ciascuna curva invilup- 
pata negli m' punti in cui questa sega l’ inviluppata successiva. Ma per un pun- 
to arbitrario passano solamente due inviluppale : anzi queste coincidono , se il 
punto è preso nella linea-inviluppo. Donde segue che 1' inviluppo non può in- 
contrare un’ inviluppata senza toccarla ; e siccome queste due linee si toccano 
in in? pumi , cosi I’ inviluppo delle curve della serie proposta è una linea 
dell’ ordine 2m. 

Tutte le curve di una rete, passanti per uno stesso punto, formano un 
fascio. Ora , i punti di contatto fra I’ inviluppo ed un’ inviluppata nascono 
dall’ intersecarsi di questa coll’ inviluppata successiva ; dunque essi costituiran- 
no la base d’ un fascio di curve della rete. Ossia tulle le curve della rete, 
passanti per un punto ove I’ inviluppo sia tangente ad una data inviluppata , 
passano anche per gli altri m 1 — 1 punti di contatto fra I’ inviluppo c I’ in- 
viluppala medesima. 

l’er due punti in cui l’ inviluppo sia toccalo da due inviluppate differenti 
passa una sola curva della rete. Ond’ è che una curva qualunque , la quale 
appartenga bensì alla rete ma non alla serie , intersecherà la linea-inviloppo 
in 2m' J punti, ove questa è toccala da due curve della serie. 

(c) flitornando alla seconda polare della retta A, gli (n — 2) 2 punti 
di contatto fra questa curva e la seconda polare pura di un punto o di A 
compongono la base di un fascio di seconde polari miste, ì cui poli sono o 
ed un punto variabile in A. Se due di quei punti di contatto coincidano in 
un solo , le curve del fascio avranno ivi la tangente comune , e per una di 
esse quel punto sarà doppio (47). Questo punto apparterrà dunque alla curva 
Hessiana della rete formala dalle seconde polari pure e miste dei punti di 
A (123). Ossia in ciascuna delle 6 ( n — 2 ) ( n — 3 ) intersezioni di quest’ Hes- 
siana colla seconda polare di A , quest’ ultima curva ha un contatto quadri- 
ponto con una seconda polare pura ( il cui polo è in A ) , la quale tocca la 
medesima curva in altri ( n — 2 )* — 2 punti distinti. 

125. La seconda polare della retta A può anche essere considerata come 
il luogo delle intersezioni delle curve corrispondenti in due fasci proiettivi. 
Siano od due punti fissi, ed i un punto variabile in A. La seconda polare 
mista di oi e la seconda polare mista di o\ s’ intersecano in ( n — 2 ) a punti 
che appartengono alla seconda polare di A, perchè in essi ha luogo il con- 
tatto fra questa curva e la seconda polare pura di i (124). Variando i 
in A, mentre oo' rimangono fissi, quelle due seconde polari miste generano 
due fasci proiettivi dell’ ordine n — 2 ; ed il luogo de’ punti comuni a due 
curve corrispondenti è appunto la seconda polare di A. 

Ai punii od se ne possono evidentemente sostituire due altri qualunque 
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presi in /», perchè le (tt — 2)* intersezioni delle seconde polari miste di oi 
e di oi altro non sono che i poli di R rispetto alla prima polare di » (77). 
Donde si ricava (jfieàt'' altra definizione (86): 

La seconda polare di una retta è il luogo de’ poli di 
questa retta rispetto alla prima polare di un punto varia- 
bile nella retta medesima (*). 

(a) Questa definizione conduce spontaneamente ad un’importante genera- 
lizzazione. Date due rette 7?, R\ quale è il luogo dei poli dell’ una rispetto 
alla prima polare di .un punto variabile nell’altra? Fissali ad arbitrio due 
punti oo' in R' 9 e preso un punto qualunque i in R, le seconde polari miste 
de’ punti oi ed o'i si segano in (n — 2 )* punti , clic sono i poli di /(' rispet- 
to alla prima polare di ». Variando t in R, quelle seconde polari miste gene- 
rano due fasci projetfm dell’ordine n — 2; ed il luogo de’ punti ove si se- 
gano due curve corrispondenti è una linea dell’ ordiue 2 ( n — 2 ) , la quale è 
evidentemente la richiesta. Ad essa può darsi il nome di seconda polare mista 
delle rette MI’, per distinguerla dalla seconda polare pura di li , superior- 
mente definita. 

(b) Come la seconda polare pura di R è il luogo di un punto la cui 
conica polare è toccata da R, così la seconda polare mista di due 
rette RR' è il luogo di un punto rispetto alla conica po- 
lare del quale le rette RR' siano coniugale. Infatti : se la se- 
conda polare mista di oi e quella di oi passano per nn punto a, la retta 
polare di i rispetto alla conica polare di a passa per o c per o (123), cioè 
i è il polo di R’ rispetto a quella conica , c. d. d. 

(c) Se, nella precedente ricerca (a) si pone il punto i all’ intersezione 
delle rette RR' , troviamo che la seconda polare mista delle rette medesime 
passa per gli (n — 2)* punti comuni alla seconda polare mista de’ punti oi ed 
alla seconda polare mista de’ punti o'i, ossia (124) per gli (n — 2)* punti 
in cui la seconda polare pura del punto i tocca la seconda polare pura della 
retta R'. Dunque: 

La seconda polare pura del punto comune a due rette 
tocca le seconde polari pure di queste, ciascuna ili (n — 2) tJ 
punti. 1 2 ( n — 2 ) s punti di contatto giacciono tutti nella se- 
conda polare mista delle rette medesime. 

126. Se la seconda polare mista di due rette RR‘, concorrenti in un dato 
punto », dee passare per un altro punto pur dato o,è necessario e sufficiente 
(125, b) che quelle due rette siano coniugale rispetto alla conica polare di 
o, cioè ch’esse formino un sistema armonico colle rette EF che da » si pos- 
sono condurre a toccare quella conica. Ossia , se le rette RR EF formano un 
fascio armonico, la seconda polare mista di RR' passa pei poli di tulle le co- 
niche polari tangenti alle rette EF. Ora , se una conica polare tocca queste 
due rette, il polo giacerà nelle seconde polari pure d’ entrambe (104, b ; 124 ) ; 
dunque le 4(n — 2) 2 intersezioni di queste due curve sono poli d’altrettante 
coniche polari inscritte nell’ angolo EF, epperò sono punti comuni a tutte le 


l*) Salmo», Higher piane curivi, p, 152. 
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seconde polari miste passanti per o e relative a rette passanti per i. Ond’ è 
che queste seconde polari miste formano un fascio. 

Da cii'i consegue che per due punti dati oo' passa una sola seconda polare 
mista relativa a due rette (non date) concorrenti in un dato punto i. Vale a 
dire , le seconde polari pure e miste delle rette passanti 
per un dato punto formano una rete geometrica di curve 
dell’ ordine 2(n — 2). 

Di qual indice è la serie delle seconde polari pure di tutte le rette pas- 
santi pel dato punto i? Cerchiamo quante di tali seconde polari passino per un 
punto arbitrario o. L'inviluppo delle rette le cni seconde polari ( pure ) passano 
per o è la conica polare di questo medesimo punto (104, g); ad essa arri- 
vano due tangenti da t; dunque per i passano due sole rette le cui seconde 
polari (pure) contengano il punto o. Ossia le seconde polari pure 
delle rette passanti per un punto dato formano una serie 
d ’ i n d i c e 2. 

127. Sia p un punto comune alia seconda polare pura di R ed all’ Hes- 
siana (della curva fondamentale ('„ ). Come appartenente alla prima di queste 
curve , p sarà il polo di una conica polare tangente ad R ; e come appartenente 
all’ Hessiana , lo stesso punto avrà per conica polare un pajo di reti# incro- 
ciantisi nel punto corrispondente o della Steineriana. Ond’ è che i punti comuni 
all’ Hessiana ed alla seconda polare di R saranno tanti , quante sono le inter- 
sezioni di R colla Steineriana , cioè .3 ( n — 2 ) s . Dunque : 

La seconda polare pura ili una retta qualunque tocca 
I’ Hessiana dovunque I’ incontra, cioè in 3(n — 2)* punti. 

Siccome la conica polare di p è formata da due rette concorrenti in o, 
cosi la retta R, che passa per o, ha, rispetto a quella conica, infiniti poli 
situali in un’altra retta pur concorrente in o (HO, a). Laonde una retta R' 
condotta ad arbitrio (non per o) contiene nn polo di R relativo alla conica 
polare di p; ossia (125, b) p è un punto della seconda polare mista delle 
rette RR'. Dunque: 

I 6 ( n — 2 )* punti in cui I’ Hessiana è toccata dalle se- 
conde polari pure di due rette date giacciono tutti nella 
seconda polare mista delle rette medesime. 

'Le seconde polari pure delle rette passanti per un dato punto i formano 
(126) una serie (l’ordine 2(n — 2) e d’indice 2; epperò sono inviluppate 
(124, b) da una linea dell’ ordine 4(n — 2). Questa linea è composta del- 
I’ Hessiana e della seconda polare pura del punto i (126, c);egli8(r» — 2) 51 
punti , in cui le seconde polari pure di due fra quelle rette toccano I’ Hessiana 
e la seconda polare pura di i, giacciono tutti nella seconda polare mista delle 
medesime due rette. 

(a) Si è dimostrato che la seconda polare (pura) di R tocca l’ Hessiana 
in p; inoltre anche la seconda polare (pura) di o passa per p, giacché que- 
sto punto è doppio per la prima polare di o. D’ altra parte la seconda polare 
(pura) di o e la seconda polare (pura) di R (retta passante per o) si tocca- 
no ovunque s’incontrano (124); dunque: 

L’ Hessiana, in nn suo punto qualunque, è tangente 
alla seconda polare (pura) del corrispondente punto della 
Steineriana. 
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| b ) Da ciò segue che li tangente in p all’ Hessiana è la coniugala ar- 
monica di po rispetto alle due rette che toccauo la prima polare di o nei punto 
doppio p (74, c); e se la prima polare di o ha una cuspide in p, la tan- 
gente cuspidale tocca ivi anche I’ llessiana. 

Analogamente , la tangente in o alla Steineriana è la coniugata armouica 
di op rispetto alle due rette che formano la conica polare di p. 

(c) Se si considera una seconda retta A' passante per o,!a seconda po- 
lare pura di A’ toccherà aneli’ essa I' llessiana io p. Viceversa : le rette le coi 
seconde polari pure passano per p sono le tangenti della conica polare di p 
(104, g); ma questa conica si risolve in due rette passanti per o; dunque le 
rette, le cui seconde polari pure contengono il punto p, passano tutte per o. 

Ossia , 1’ Hcssiana £ toccata in p dalla seconda polare pura di o e dalie 
seconde polari pure e miste di tutte le rette passanti per o. 

(d) Siccome i contatti dell’ Hcssiana colla seconda polare (pura) di una 
retta A corrispondono alle intersezioni di R colla Steineriana , cosi , se R tocca 
questa curva in un punto o , la seconda polare ( pura j di R avrà un contatto 
quadripunlo coll’ Hcssiana nel corrispondente puoto p, e la toccherà semplice- 
mente in 3(t> — 2)* — 2 altri punti. 

L* rette tangenti alla conica polare d’un punto i sono le sole (104, gl, 
a cui spettino seconde polari pure passanti per i. Ma quella conica ha 
6 ( n — 1 ) ( » — 2 ) tangenti comuni colla Steineriana ; dunque la serie formata 
dalle seconde polari pure (di rette) aventi un contatto quadripunto coll’ Hcs- 
siana è dell’ iudice 6 ( n — 1 ) ( » — 2 ). 

Se A è una tangente doppia delia Steineriana, la seconda polare (para) 
di R avrà coll’ llessiana due contatti quadripuoli c 3 (n — 2 ) a — 4 contatti 
bipunti. 

E se A è una tangente stazionaria della Steineriana, la seconda polare 
(pura) di A avrà coll’ Hessiana un contatto sipunto, oltre a 3(n — 2) a — 3 
contatti bipunti. 

128. Quali sono le rette le cui seconde polari (pure) hanno un punto 
doppio? Siccome la seconda polare (pura) di una retta A è il luogo dei poli 
delle coniche polari tangenti ad A, cosi, se quella seconda polare ha un punto 
doppio , £ necessario che vi sia una conica polare avente più di due puuii co- 
muni con A, cioè una conica polare che si risolva in due rette, una delle 
quali sia A. Dunque: 

Le rette cui spettano seconde polari (pure) dotate di 
punto doppio sono quelle che a due a due costituiscono 
le coniche polari dei punti dell’ Hessiana. E i punti doppi 
delle seconde polari (pure) di quelle rette sono gli stessi 
punti dell’ Hessiana. 

La seconda polare ( pura ) dì nn punto qualunque i sega I’ Hessiana in 
3(n— 2)* punti, polì di altrettante coniche polari passanti per ciascuna 
delle qnali £ il sistema di due rette. Dunque : 

Le rette che costituiscono le coniche polari dei punti 
dell’ Hessiana inviluppano una curva della classe 3(n— 2) s . 

129. La seconda polare mista di due rette AA' £ il luogo di un punto 
alla conica polare del quale condotte le tangenti dal punto AA', queste tangenti 
formino colle rette date un fascio armonico. Tali coniche polari costituiscono 
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una serie d'indice 2(n — 2)*, Unti essendo i punti in cui quella seconda po- 
lare mista è intersecata dalla seconda polare ( pura ) di un punto arbitrario ; 
dunque fra quelle coniche ve ne sono 4(n — 2)* tangenti ad una retta qual- 
sivoglia data (85). 

Ora sia data una conica qualunque C, e si domandi il luogo di un punto 
la cui conica polare sia inscritta in un triangolo coniugato a C. Sia a un punto 
arbitrario ed A la retta polare di a rispetto a C. Vi sono 4 ( n — 2 ) s coniche 
polari tangenti ad A e a due rette concorrenti in a e coniugate rispetto a C , ossia 
4(n — 2 )* coniche polari inscritte in triangoli coniugati a C, un lato dei 
quali sia io A. Ma le coniche polari tangenti ad A hanno i loro poli nella se- 
conda polare pura di A ; dunque il luogo richiesto ha 4 ( n — 2 ) J punti co- 
muni colla seconda polare pura di una retta arbitraria , vale a dire , è una curva 
dell’ ordine 2 ( n — 2 ). 

Quando un triangolo coniugato alla conica C abbia un vertice o sulla 
curva , due lati coincidono nella tangente ed il terzo è una retta arbitraria pas- 
sante per o. Dunque , se il punto o appartiene anche alla Stcineriana , cioè se 
o è il punto doppio della conica polare d’ un punto p dell’ Hessiana, questa 
conica pud riguardarsi come inscritta in qncl triangolo. Per consegnenza : 

Il luogo di un punto, la conica polare del quale sia 
inscritta in un triangolo coningalo ad una conica qualsi- 
voglia data, è una linea dell’ ordine 2(n — 2), che sega 
I’ Hessiana ne’ punti corrispondenti alle intersezioni del- 
la Steineriana colla conica data. 

Questa linea d’ ordine 2 ( n — 2 ) , quando la conica data degeneri in un 
pajo di rette , non è altro che la seconda polare mista delle rette medesime. 

Cosi ad una conica qualunque corrisponde una determinata curva d’ordine 
2(n — 2). E pel teorema (111, f) è evidente che a più coniche circoscritte 
ad uno stesso quadrangolo corrispondono altrettante curve d’ ordine 2 ( n — 2 ) 
formanti un fascio. 


14 
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SEZIONE III. 

CURVE DEL TERZ’ ORDINE. 


.Ut. XXII. I' Hmiana «• la T.j U-T.nn di una curva 
del lers* ordine. 


130. Applichiamo le teorie generali precedentemente esposte al caso che 
la curva fondamentale sia del terz' ordine, vale a dire una cubica C % , che 
supporremo priva di punti multipli; ond’ essa sarà della sesta classe (701 ed 
avrà nove flessi (100). 

(a) Un punto qualunque è polo di una conica polare e di una retta po- 
lare |68). 

Ter due punti presi ad arbitrio passa una sola conica polare (77, a). 
Tutte le coniche polari passanti per un punto o hanno altri tre punti 0 , 0 , 0 ; 
comuni, e i loro poli giacciono in una retta., che è la polare di ciascuno di 
quei quattro punti 00 , 0 . 0 -, . 

Una retta ha dunque quattro poli ; essi sono i vertici del quadrangolo 
inscritto nelle coniche polari dei punti della retta. 

Tutte le rette passanti per uno stesso punto o hanno i loro poli in una 
conica, la quale i la conica polare del punto o (69, a). 

(b) La retta polare di un punto o' rispetto alla conica polare di un 
altro punto o coincide colla retta polare di o rispetto alla conica polare di 
o' (69,c). Ond’ è che, se da o si conducono le tangenti alla conica polare 
di o', e da o' le tangenti alla conica polare di o, i quattro punti di contatto 
giacciono in una sola retta: la seconda polare mista de’ punti oo' (123). 

( c ) Da un punto qualunque o del piano si possono , in generale , con- 
durre sei tangenti alla cubica data , poiché questa è una curra della sesta 
classe. I sei punti di contatto giacciono tutti nella conica polare del punto o. 

(d) Ma se o è un punto della cubica, questa è ivi toccata si dalla retta 
polare che dalla conica polare del punto medesimo. In questo caso , da o par- 
tono sole quattro rette, tangenti alla cubica in altri punti. Ed i punti di con- 
tatto sono le quattro intersezioni di questa curva colla conica polare di o (71). 

131. Sia o un punto della cubica, la quale intersechi la conica polare 
del medesimo (oltre al toccarla in o ) in abed: onde le rette o(a,6,e,d) 
saranno tangenti alla cubica rispettivamente in abed (130, d). 

Una tangente è incontrata dalla tangente infinitamente vicina nel suo 
punto di contatto (30); quindi, se o' é il punto della cubica successivo ad o, 
le quattro rette o'(a,A,c,d) saranno le quattro tangenti che si possono 
condurre da o. Siccome poi la conica polare di o tocca la cubica in o e la 
sega in abed, cosi i sci punti oo'abcd giacciono tutti in essa conica, epperft 
i due fasci o(o, b,c,d), o'la,b,c,d) hanno lo stesso rapporto anarmo- 
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uico ( 62 ). Ciò lignifica che il rapporto anarmonico delle quattro tangenti con- 
dotte alla cubica da un suo punto o non cambia passando al punto successi- 
vo; ossia: 

Il rapporto anarmonico del fascio di quattro tangen- 
ti, che si possono condurre ad una cubica da un suo pun- 
to qualunque, è costante (*). 

(a) Di qui si ricava che, se o(a,ò,c,d), o'(a' , b' , c, d' ) sono i due 
fasci di taiigertli relativi a due punti qualisivogliauo o, d della cubica, i 
quattro punti in cui le tangenti del primo fascio segano le corrispondenti del 
secondo giacciono in una conica passante per od ( 62 ). La corrispondenza 
delle tangenti ne' due fasci può essere stabilita in quattro maniere diverse , 
perché il rapporto anarmonico del fascio o(o, b, c, d) è identico (I) a quel- 
lo di ciascuno de' Ire fasci o(ò,a,d,c),o(c,rf,a,}), o(d,c,b,a\; 
dunque i sedici punti ne’ quali le quattro tangenti condotte per o intersecano 
le quattro tangenti condotte per d giacciono in quattro coniche passanti per od. 

(b) Il rapporto anarmonico cornante delle quattro tangenti, che arrivano 
ad una cubica da nn suo punto qualunque , può essere chiamalo rapporto anar- 
monico della cubica. 

Una cubica dicesi armonica quando il suo rapporto anarmonico è I’ uni- 
tà negativa, cioè quando le quattro tangenti condotte da un punto qualunque 
della curva formano un fascio armonico. 

Una cubica si dirò eju ianarmonica quando il suo rapporto anarmonico 
sia una radice cubica imaginaria dell’ uniti negativa, cioè quando le quattro 
tangenti condotte da un punto della curva abbiano i tre rapporti anarmooìci 
fondamentali eguali fra loro (27). 

132. Se la conica polare di un punto o è un pajo di rette che si se- 
ghino in o, viceversa la conica polare di d è un pajo di rette incrociate 
in o (78). Dunque il luogo de’ punti doppi delle coniche polari risolventisi 
in paja di rette è anche il luogo de’ loro poli , cioè la Sleineriana e 1’ Hes- 
siana sono una sola e medesima curva del terz’ ordine ( 88 , 90 ). 

(a) Inoltre, siccome la retta od tiene il luogo di due rette congiungenti 
due punti o , o' dell’ Hessiana ai corrispondenti punti o', o della Sleineriana , 
cosi l’ inviluppo di od, che secondo il teorema generale ( 98 , b ) sarebbe del- 
la sesta classe , si ridurrà qui alla terza classe (**). 

(b) I punti o, o sono poli coniugati rispetto ad uoa qualunque delle 
coniche polari (98, b), le quali costituiscono una rete geometrica del se- 
cond’ ordine. Dunque : 

Il luogo delle coppie di poli coniugati relativi ad una 
rete di coniche è una curva del terz’ ordine (I’ Hessiana 
della rete) (***). 

(c) Nella teoria generale è dimostrato che la Sleineriana in un suo 


(») SvLMon. TMarémci tur tei eaurbel de troisitme et egre ( Giornale di CaSLLt, t 42, avi-li- 
na ISSI , |>. 274 ). — Uitther piane curve e , r 151. 

* * CvTtsv . Ut moire tur tei courbet da Iroiiitme ordre (Jmirnal de M. Liovvills, aoul 
■ SII. p. 290). 

(***) Usui. L'eber die Wendepuncte a. i. v. p. 105. 
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puoi» qualunque è leccala dalla retta polare del corrispondente punto deli' Hes- 
siana (118), e che I’ Hessiana è toccata in un suo punto qualunque dalla se- 
conda polare del corrispondente punto della Sleineriana (127, a). Nel caso 
della curva di terz’ ordine , queste due proprietà si confondono in una sola , 
ed è che la tangente all’ Hessiana in o è la retta polare di 6 ; ossia: 

L’ Hessiana è l’inviluppo delle rette polari de’ suoi 
punti. 

Questo teorema somministra le sei Ungenti che arrivano all’ Hessiana da 
nn punto arbitrario «. Infatti , le rette polari passanti per t hanno i loro poli 
nella conica polare di i, la quale incontra I’ Hessiana in sei punti; ciascuno 
di questi Ita per retta polare una tangente dell’ Hessiana , concorrente in i. 
Naturalmente i punti di contatto di queste sei tangenti giacciono nella conica 
potare di i relativa all’ Hessiana. 

133. Siano o, o' (fig. 8.*) due poli coniugati (rispetto alle coniche po- 
lari ) ; la conica polare di o sarà il sistema di due rette ab , cd concorrenti 

in o, e la conica polare di o' sarà formata da due altre rette ad , bc incro- 
ciantisi in o. Se le due coniche polari si segano mutuamente in abed, questi 
saranno (130,a)i poli della retta oo' , c le rette ac, bd , il cui punto comune 
sia u, formeranno la conica polare di un punto u’ situalo nella retta oo. 
Dunque u , u sono due nuovi poli coniugali ; ed u’ è il terzo punto d’ inter- 
sezione dell’ Hessiana colla retta oo. 

La retta polare di o' rispetto alla cubica fondamentale coincide (69, b) 
colla polare di o' rispetto alla conica formala dalle due rette ad, be', dun- 
que (132,c) la tangente in o all’ Hessiana è la retta oti, coniugala ar- 
monica di oo rispetto alle ad, bc: proprietà che poteva anche concludersi 

dal teorema ( 127 , b ). Analogamente la tangente all’ Hessiana in 6 è ou. 
Dunque : 

Le tangenti all’ Hessiana in due poli coniugali o, o 
concorrono nel punto di questa curva, che è polo coniu- 
galo alla terza intersezione della medesima colla retta oo. 

( a ) Due punti di una cubici chiamansi corrispondenti , quando hanno 
lo stesso tangenziale (39, b), cioè quando le tangenti in essi incontrano la 
curva in uno stesso punto. 

Usando di questa denominazione possiamo dire che due poli coniugali ri- 
spetto ad una rete di coniche sono punti corrispondenti dell’ Hessiana di que- 
sta rete. 

( b ) Siccome le rette polari di o, 6 concorrono in u , cosi la conica po- 
lare di u passerà per o e per o. Ma u i un punto dell’ Hessiana ; dunque la 
sua conica polare consta della retta oo' e di una seconda retta passante per u'. 
Ossia : 

Una retta la quale unisca due poli coniugati o, o , e 
seghi per conseguenza I’ Hessiana in un terzo punto u, 
fa parte della conica polare di quel punto u che è polo 
coniugato ad u'. 

Le rette che costituiscono le coniche polari dei punti dell’ Hessiana invi- 
luppano una curva di terza classe ( 128). Essa coincide adunque coll’invilup- 
po della retta che unisce due punti corrispondenti dell’ Hessiana (132, a). 

A questa curva daremo il nome di Catjlcyana della cubica data , in onore 
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dell’ illustre Cayiby , che uè trovò e dimostrò le più interessanti proprietà in 
una sua elegantissima Memoria analitica (*). 

(e) Le tangenti che da un punto qualunque o dell’ Hessiana si possono 
coodurre alla Cayleyana sono la retta che unisce o al suo polo coniugato o , 
e le due rette formanti la conica polare di o. 

( d ) Se oboi sono i quattro poli di una retta R , le coppie di rette ( 6c , ad ), 
(ca , bd), (oh, cd) costituiscono tre coniche polari, i cui poli giacciono in 
R ; dunque i punti di concorso di quelle tre coppie di rette appartengono al- 
l’ Hessiana. Ossia : 

L ’ Hessiana è il luogo de’ punti diagonali, e la C a y I e- 
yana è I’ inviluppo dei lati del quadrangolo completo i 
cui vertici siano i quattro poli di una retta qualunque. 

134. Siano ad, bb' due coppie di poli coniugati; c il punto comune alle 
rette ab, db c' quello ove si segano le ai’ , ai. Allora aa'bb'cc saranno i 
sei vertici di un quadrilatero completo; e siccome i termini delle due diago- 
nali ad , bb' sono , per ipotesi., poli coniugati rispetto a qualsivoglia conica 
polare, cosi anche i punti ce’ saranno poli coniugali rispetto alla medesima rete 
di coniche (109). Dunque: 

Se aie sono tre punti dell’ Hessiana in linea retta, i 
tre poli a'A'c' coniugali a quelli formano un triangolo i ctii 
lati bc , c'd , db' passano per a, b, e. 

Donde si ricava che , dati due poli coniugati ad ed un altro punto b 
dell’ Hessiana , per trovare il polo coniugalo b' , basta tirare le rette ba, bd 
che seghino nuovamente questa curva in e, c'; il punto comune alle cd,c'ab 
il richiesto (**). 

(a) Le rette condotte da uu punto qualunque o dell’ Hessiana alle coppie 
di poli coniugati formano un’involuzione (di secondo grado). Infatti: se una 
retta condotta ad arbitrio per o sega I’ Hessiana in a e b, i poli a', b' con- 
iugati a questi sono pure in linea retta con o; onde le rette oai, odb' sono cosi 
tra loro connesse che I’ una determina I’ altra in modo unico. Dunque ecc. 

(b) Viceversa, dati sei punii ad , bb' , ce', il luogo di un punto o, tale 
che le coppie di rette o(a, a'), e (6, A'), o(c, c') siano in involuzione, è 
una curva del lerz’ ordine , per la quale ad , bb' , ce sono coppie di punti 
corrispondenti (***). 

135. Quando due de’ quattro poli {poli congiunti) di una retta coincidano 
in un solo o, questo appartiene all’ Hessiana (90, b), e tutte le coniche po- 
lari passanti per esso hanno ivi la stessa tangente od. Siano (fìg. 8/) o,o, 
gli altri due poli della retta (o’u) polare di o; cioè siano o,o, i punti in cui 
le rette {ad, bc) formanti la conica polare di d incontrano quella retta che 
passa per u e forma con od la conica polare di u (133, b). 

Due delle tangenti, che da o, ponno condursi alla Cayleyana (133, d), 
coincidono con o,o, e la terza è 0 , 0 , ; cosi pure, delle tangenti che da o. 


(*i A Mrmoir on curve/ of thè ihird order (Philotophital Transat tions , voi. 147, pari 2, Lon- 
Jon I8Ì7 , p. 4 15 — 146 ). 

(**) Maclackin, t . C . p. 242. 

{***> Cayley, Mémoire sur let cvurbts du froi/ième ordre, p. 287. 
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armano alla Cayleyana, due coincidono in o,o , c la terza è o,o r Dunque 
( 30 ) le rette oo, , oo, toccano la Cayleyana in o, , o ì . 

Ne segue che la Cayleyana è il luogo de’ poli congiunti ai punti dell’ Hes- 
siana (105), cioè : se una retta polare si muove inviluppando 
l’Hessiana, due poli coincidenti percorrono l’Hessiana 
medesima, mentre gli altri due poli distinti descrivono 
la Cavie. vana. 

(a) Si noti ancora che da un punto qualunque o deli’ Hessiana partono 
tre tangenti o(o| , o t , d ) della Cayleyana ; e due di queste oo, , oo, , si cor- 
rispondono fra loro in modo che la retta passante pei loro punti di contatto 
o, o, è pure una tangente della Cayleyana. 

(b) Quella retta che passa per u, e forma con oo' la conica polare di 
u , sega la Cayleyana , non solo in o,o s poli congiunti ad o , ma eziandio in 
o,V poli congiunti ad o'. Siccome poi quella retta è pure una taugente della 
Cayleyana, cosi ae ne inferisce che questa curva è del sest’ ordine. 

Il che può dimostrarsi anche nel seguente modo. Da un punto i partono sei 
tangenti dell’ Hessiana (132, c ) ; ciascuna di queste rette ha due poli coinci- 
denti in un punto dell’ Hessiana medesima , dunque gli altri dodici poli giac- 
ciono nella Cayleyana. Ma i poli delle rette passanti per i sono tutti nella c o- 
nica polare di i, epperò questa sega la Cayleyana in dodici ponti ; cioè la 
Cayleyana è una curva del sest’ ordine. 

(c) Da quanto precede si raccoglie che, se oo, è nna tangente della Cayle- 
yana, il punto di contatto o, è un polo congiunto a quel punto o dell' Hes- 
siana che giace in quella retta , senza però che ri giaccia il suo corrispondente 
o. Dunque, se indichiamo con a il punto di contatto della oo’ colla Cayleyana, 
o sarò un polo congiunto al punto u'. 

Sia t>‘ il terzo punto in cui I’ Hessiana è segala dalla retta uu , e sia v 
il polo coniugalo a d. Quella retta che passa per d e forma con uu' la co- 
nica polare di » segherò od nel punto s. 

Ora, la retta polare di o rispetto alla conica polare di o passa per o 1 , 
perchè questa conica è un pajo di rette incrociate in o‘. Ma la retta polare di 
v rispetto alla conica polare di o coincide (130, b) colla retta polare di o 
rispetto alla conica polare di v , cioè rispetto al sistema (uu, oe); dunque il 
polo o ed i punti u' , a , o' , in cui la retta od taglia la conica e la retta 
polare anzidelte , formano un sistema armonico (110, a); ossia: 

La retta che unisce due poli coniugati è divisa armo- 
nicamente dal terzo punto ov’ essa incontra I’ Hessiana, 
e dal punto ove tocca la Cayleyana (*). 

136. L’inviluppo delle rette polari de’ punti di una data retta R è una 
conica, che è anche il luogo dei poli delle coniche polari tangenti ad R ( 103 ) , 
ed anche il luogo dei poli di R rispetto alle coniche polari dei punti di R 
medesima (125). Questa conica, che secondo la teoria generale (104) è la 
seconda polare (pura) di R, si^ chiamerò, nel caso attuale, più brevemente 
poloconica Ipuro) della retta R. 

(a) La conica polare di un punto i, oltre all’essere il luogo de’ punti 


1* , Cnut . X ilemoir on citrcts etc. p. 125. 
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le cui rette polari concorrono in i , può anche definirsi l' inviluppo delle rette 
le citi poloconiche passano per i (104, g). 

(b) Le rette le cui poloconiche hanno un punto doppio son quelle che 
costituiscono le coniche polari dei punti dell’ Hessiana (128), cioè sono le 
tangenti della Cayleyaita. 

Consideriamo adunque la retta oo' |fig. 8.*) e ricerchiamone la poloconi- 
ca , come luogo dei poli delle coniche polari tangenti ad oo'. Siccome oo fa 
parte della conica polare di u, cosi questo punto sari doppio per la poloco- 
nica richiesta (128). Osservisi poi che la cooica polare di ciascuno de’ punti 
o,o ha due punti coincidenti comuni con oo'; dunque la poloconica di 
questa è il pajo di rette uo, uo'. 

Vediamo cosi che I’ Hessiana è il lnogo de’ punti doppi 
delle polocenichc risol ventisi in due rette, ed è anche 
l’inviluppo di queste rette; mentre la Caylcyana è invi- 
luppata dalle rette a cui si riferiscono quelle poloconi- 
che (*). 

(c) Il luogo di un punto rispetto alla conica polare del quale due rette 
R, R ’ siano coniugate, è una conica (la seconda polare mista di RR , giusta 
la teoria generale ) , la quale può chiamarsi la poloconica mista delle rette RR. 
Essa è anche il luogo dei poli di una qualunque di queste rette rispetto alle 
coniche polari dei punti dell' altra *( 126 , a, b). 

(d) La retta polare del punto comune a due rette RR tocca le poloco- 
niche pure di queste rette in due punti , che giacciono nella poloconica mista 
delle rette medesime (126, e). 

137. Se una retta R incontra I’ Hessiana in tre punti 

abe , la poloconica di R tocca questa curva ne’ poli a'b'e 

coniugati a quelli ( 122, 127 ). Donde segue che, se R è una tangente 
ordinaria dell’ Hessiana , il cui punto di contatto sia a ed il punto di semplice 
intersezione b, la poloconica di R avrò coll’ Hessiana un contatto quadripunto 

in a' (polo coniugato ad a) ed un contatto bipunto in b' (polo coniugato a 

b ). E se R tocca I’ Hessiana in un flesso a , la poloconica di R avrò colla 
curva medesima un contatto sipunto in a' ( 127 , d ). 

( a ) I sei punti in cui I’ Hessiana è toccata dalle potoconiche pure di due 
rette giacciono nella poloconica mista delle rette medesime (127). Dunque: 

Se due rette incontrano I’ Hessiana in sei punti, i poli 
coniugati a questi giacciono in una stessa conica (**); 

Se pei tre punti in cui I’ Hessiana è toccata da una 
poloconica si fa passare un’altra conica qualsivoglia, que- 
sta taglia I’ Hessiana in tre nuovi punti, ne’ quali questa 
curva è toccata da una seconda poloconica. 

Abbiamo veduto ( 136 , b) che, se o, o sono due poli coniugali (fig. 8. a ), 
ne’ quali I’ Hessiana sia toccata da rette concorrenti in u, queste rette costi- 
tuiscono la poloconica ( pura ) di oo' . Questa poloconica tocca I’ Hessiana in 


(* Catlkt , A Memoir on cunei He. , p. 432. 

| P»it zmtTjIrarnlr , una cornea taglia I' Hessiana in Mi punti, i poli coniugali a qur&li giac- 
ciono in *m’ altra conica t, 129 . 
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u, o, 6. Dunque questi tre punti ed altri tre analoghi giacciono sempre in 
una stessa conica. 

(b) Le quattro rette che da u si ponno condurre a toccare altrove 
1’ Hessiana sono quelle che costituiscono le poloconiche ( pure ) delle due 
rette concorrenti in u' e formanti la conica polare di u (136, li). I punti di 
contatto di quelle quattro rette sono in una conica tangente all’ Hessiana in 
u (130,d),e d’altronde i punti di contatto dell’ Hessiana colle poloconiche 
pure di due rette giacciono nella poloconica mista di queste. Dunque : 

La conica polare di no punto u dell’ Hessiana, rispet- 
to all’ Hessiana medesima, coincide colla poloconica mi- 
sta delle due rette che formano la conica polare di u, 
rispetto alla curva fondamentale. 

138. lina trasversale condotta ad arbitrio per un polo fisso o seghi la 
cubica fondamentale ne’ punti a,a,a, e la conica polare di o in m,m, . Nel- 
la medesima trasversale si cerchino i due punti determinali dalle due 

equazioni : 


„ _L = 1(1 L), = JL/J L\ 

op\ 2 V om, om, / ’ op, 2 \ om, om,/ 
ossia dall’ equazione quadratica : * 


2 ) 


Oft* oy- V om t 


om,) 


4 3/1 

om,.om, 4 V om, 


1 \* 

— ) =0- 
om,/ 


Ma per le relazioni che hanno luogo fra i tre punti 0 , 0 , 0 , ed i loro 
centri armonici m,m, ( ni. ) , si ba : 


1 


— = —(— + —+ —V 

om, 3 'oa, oa, oa,/ 

= — ( — !— •+■ — — + — — ), 
3 V o<L,.oa- oa-.on, oa,.oa, / 


om,.om, 3 \ oa,.oa, oa-.on, 
onde I* equazione 2) potrà scriversi cosi : 

3) (‘_i)(i + i.i_i) + (Li)(i + l.i.i) 

'Oji oa,/ \Ofi oa, oa, oa,/ \o/z oa,/ 'O/i oa, oa, oa,/ 

z 1 1 w 1 1 1 1 \ 

+ ( )(— + ) = 0. 

\ o/i oa,/\op oa, oa, oa,/ 


Facendo girare la trasversale intorno ad o, il luogo de’ punti sarà 
una curva di second’ ordine , che si può chiamare conica latellite del polo o (*). 
Se i punti a,a, coincidono , cioè se la trasversale tocca la cubica in 


I*) Qual sarebbe r analoga ricerca per una curva fondamentale di ordine nf Ewa dovrebbe condur- 
re ad una curva laUUtie dell’ ordine ( «» — 1 )(* — 8 ). Veggasi •. StiNon , Uigher piane curve», 
I». 6S-69. 
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a, e la sega in a, , I’ equazione 3) manifesta nel primo membro il fattore 
— — . Dunque la conica satellite contiene i sei punti 

Op ori, 

in cui la cubica fondamentale £ segata dalle tangenti 
condotte pel polo. 

Se i punti 1 ) 1 , 01 . coincidono, cioè sc ia trasversale tocca in m, la coni- 
ca polare di o, le I) mostrano cbe i punti «,^. 2 coincidono entrambi in m , , 
vale a dire , in questo punto la trasversale tocca anche la conica satellite. 
Duoque la conica satellite tocca la conica polare ne' pun- 
ti in cui questa £ incontrata dalla retta polare. 

(a) Da quanto or si £ detto c dal teorema (39, b) risulta cbe, se o è 
un punto dell’ Hessiana, cioè se la conica polare di o è un pajo di rette 
concorrenti in o, anche la conica satellite sari un pajo di rette concorrenti 
in questo medesimo punto , e propriamente il pajo formato dalle rette satelliti 
di quelle che costituiscono la conica polare di o. 

Dunque ciascuna delle due rette concorrenti in o' e facenti parte della 
conica polare di o ha per punto satellite (39, b) il punto o’. Ossia: 

L' Hessiana è il luogo de’ punti satelliti delle rette 
che toccano la C a y I e y a n a. 

(b) Si ottiene un’altra definizione della Cayloyana, osservando che (fig. 8. 1 ) 
il punto u è (133) il tangenziale di o' (come anche di o) rispetto all’ Hes- 
siana ; e siccome le rette o(a, ò, u, u ) formano un fascio armonico, cosi oo' 
è la retta polare di u rispetto alla conica polare di o'. Dunque la Cayleya- 
na è I’ inviluppo della retta seconda polare mista di due 
punti dell’ Hessiana, I’ un de’ quali sia il tangenziale 
dell’ altro (»). 

Ibi. .Ulti. Pancia di curie del ters* ardine 
avellili I modellimi Demi. 

139. Il teorema (71), applicato alla cubica fondamentale C, , significa 
cbe , se per un punto fisso i della curva si lira una trasversale qualunque a 
segar quella in altri due punii i,i s , il luogo del coniugato armonico di i ri- 
spetto ad i,i, è la conica polare di i. 

Ma se i £ un flesso della cubica, la conica polare si decompone nella 
relativa tangente stazionaria ed in un’ altra retta / che non passa per i ( 80 ). 
Dunque il luogo del punto coniugato armonico di un flesso 
di una cue5.a, rispetto ai due punti in cui questa è in- 
contrata da una trasversale mobile intorno al flesso, £ 
una retta (**). 

Alla retta /, che sega la cubica ne’ tre punti ove questa è toccata dalle 
tre tangenti concorrenti nel flesso ( 39, c) , si dà il nome di polare armonica 


(*) Civliv , À Memoir <m cunei eie. p. «39-441. 

(*") Maclagain, l . e . p. 228. 

16 
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del (lesso ■ , e non dee confondersi coll’ ordinaria retta polare che è la Un- 
gente stazionaria. 

(a) Dal flesso t si tirino due trasversali a segare la cubica rispettiva- 
mente ne’ punti ad, bb. Siccome la polare armonica è pienamente determinala 
dai coniugati armonici di i rispetto alle coppie di punti ad , bb', cosi essa 
non è altro che la polare di t rispetto al pajo di rette ( ab , a b' ) , oppure 
rispetto al pajo (ab', ab). Dunque (110, a) la retta 7 passa pel punto co- 
mune alle rette (ab, a'b' ) e pel punto comune alle ( ab', ah). 

Se le due trasversali coincidono , si ottiene la proprietà che , se pel fles- 
so t si conduce una trasversale a segare la cubica in a, 6, le ungenti in 
questi punti vanno ad incontrarsi sulla polare armonica di t. 

Quanto precede mette in evidenza che un flesso di nna cubica ha , ri- 
spetto a questa ed alla sua polare armonica , le stesse proprietà (*) che un 
punto qualunque possiede riguardo ad una conica ed alla sua retta polare ( 107 ). 

(b) Se tre rette segano la cubica data rispettivamente ne’ punti iad , jbb', 
lec', c se i/l , abe giacciono in due rette, anche db' e' sono in linea ret- 
ta (39, a). Supposto che i punti t/l coincidano in un solo (flesso) t, le 
due rette a bc, db'c concorreranno, conte or ora si è osservato, sulla polare 
armonica di i. Se inoltre i punti a bc coincidono in un punto unico , lo stesso 
avrà luogo de’ punti db'c'-, dunque: 

La retta che unisce due flessi di nna cubica sega que- 
sta in un terzo flesso (**). E le tangenti (stazionarie) in 
due qualunque di questi tre flessi concorrono salta po- 
lare armonica del terzo. 

(c) Da questo teorema e dalla definizione della polare armonica d’ un 
flesso si raccoglie che, se 123 sono tre flessi in linea retta, il punto coniu- 
galo armonico di 1 rispetto a 23 è situato nella polare armonica di 1 , ecc. ; 
e che per conseguenza le polari armoniche de’ flessi 123 sono le rette che uni- 
scono i vertici del trilatero formato dalle relative tangenti stazionarie, col po- 
lo della retta 123 rispetto al trilatero medesimo (76). 

(d) Il teorema « se tre flessi 123 della cubica sono in li- 
nea retta, le loro polari armoniche 7(7?/, concorrono in 
uno stesso punto» può dimostrarsi anche cosi. Siano /' a /' 3 le tan- 
genti (stazionarie) della cubica ne’ tre flessi nominati ; le coppie di rette 1,1', 
hi, , I z l'- sono le coniche polari de’ punti medesimi, e queste coniche de- 
vono essere circoscritte ad uno stesso quadrangolo, i cni vertici siano i poli 
della retta 123 (130, a). Vale a dire, le rette / 3 r, devono passare pei 
quattro punti 7',7 a , 7',/',, I,l ìt 7,7' i . Ma le tangenti in due de’ flessi 123 
s'incontrano sulla polare armonica del terzo, ossia 7, passa pel punto 
dunque I z passerà anche pel punto 1,1, , c. d. d. 

Di qui si raccoglie che i quattro poli di una retta che con- 
tenga tre flessi della cubica sono i vertici del trilatero 
formato dalle tre corrispondenti tangenti stazionarie. 


(*) Cii.su», Apt T(U kittoriqm, p. 319 

(**/ NtcuvRiW, /. f. |>. 231. 
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ed il punto di concorso delle polari armoniche de’ tre 
flessi (*). 

140. Tre trasversali condotte pel flesso i seghino la data cubica uei 
punti oa', bb', ce'; esse incontreranno la retta /, polare armonica di i, nei 
pumi a , p , y coniugali armonici di i rispetto alle coppie ad, bb', cc'. Ma 
gli stessi punti afa giacciono anche ne (la conica polare di i relativa a qualsi- 
voglia cubica descritta pei sette punti ■iaa'bb'cc (139). Dunque questa conica 
polare si risolve io due rene , una delle quali è /; vale a dire (80), i è 
un flesso (ed lì la relativa polare armonica ) per qualunque curva di Ieri’ or- 
dine passante pei sette punti anzidetli (**). 

( a ) Una cubica Ita nove flessi , che sono le intersezioni della medesima 
coll’ Hcssiana (100). Siccome poi la retta che unisce dite flessi passa per un 
terzo flesso ( 139, b), cosi per ciascuno di que’ nove punti passeranno quattro 
rette contenenti gli otto restanti. Quindi, in virtù del precedente teorema, 
qualunque linea del terz’ ordine descritta pei nove fles- 
si di una data cubica ha i suoi flessi in questi medesi- 
mi punti (***). 

Le cubiche aventi in comune i nove flessi chiamansi sisigetìche. 

( b ) Siccome per ogni flesso della cubica data passano quattro rette , cia- 
scuna delle quali contiene altri due flessi , cosi il numero delle rette contenenti 
4X9 

tre flessi è =12. Indicando i flessi coi numeri 123 9, tali rette 

si possono rappresentare cosi : 

123 , 148 , 157 , 169 , 

466, 259, 268, 358, 

789, 367, 349, 247; 

dove si fa manifesto che queste dodici rette si ripartiscono in quattro gruppi, 
ciascuno de' quali è formato da tre rette ( scritte nella stessa linea verticale ) 
passanti per lutti i nove punti d’inflessione. Dunque pei nove flessi di una cu- 
bica passano quattro sistemi di Ire rette (****), ossia in nn fascio di cu- 
biche sizigetiche v ' hanno quattro cubiche, ciascuna del- 
le quali si risolve in tre rette (cubiche trilatere). 

Siccome una terna di rette puh risguardarsi come una linea di terz’ ordine 
dotata di tre punti doppi, e d’altronde (88) un fascio di cubiche contiene 
dodici punti doppi, cosi pei nove flessi della cubica data non passa, oltre i 
quattro sistemi di tre rette , alcuna curva dotata di punto doppio o di cuspide. 

141. Considerando il flesso i della cubica fondamentale come un punto 
dell’ Hcssiana ( cioè come nn punto avente per conica polare nn pajo di rette 
incrociate in un altro punto i'), il polo i' coniugato (I32,b) ad i è il punto 
d' intersezione della tangente stazionaria colla polare armonica. In generale , le 


! *) Plachi* , 5V*tem der analì/titchen Geometrie , fi. 288. 

* *) Salmo* , Lettre A M. A. L. Caelle ( Giornale di Cauli, t. 39, Berlino ISSO, p. 36S). 
***) Ha»,*, Veber die lyeudepuncte u ». ir. r tor. 

(****; Pinci!» , Sviterò der malirtitclu n Geometrie, p. Ut. 
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Ungenti all’ Hessiana in due poli coniugali concorrono in uno stesso punto 
della medesima (133); d’altronde essendo « un flesso anche per P Ilessiana 
(140, a), questa curva ha ivi colla sua tangente un contatto tripunto ; dunque 
la tangente in i' sega P Hessiana in i, ossia la retta che è tangente (staziona- 
ria) della cubica fondamentale nel flesso » è anche tangente (ordinaria) dei- 
P Hessiana nel polo coniugato i' (*). 

Questa proprietà si poteva anche conchiudere dalla teorìa generale (118, 
c ; 119, b ) , dalla quale segue ancora che tutte le coniche polari passanti per 
i f hanno ivi fra loro un contatto tripunto. 

(a) Ciascuna tangente stazionaria della cubica fondamentale, essendo an- 
che una tangente ordinaria dell’ Hessiana , conta come due tangenti comuni ; 
onde le due curve avranno altre 6.6 — 2.9=18 tangenti comuni. Siccome 
poi ogni tangente dell’ Hessiana ha due poli coincidenti nel punto coniugato al 
punto di contatto e gli altri due poli distinti nella Cayleyana (135), cosi le 
diciotto tangenti (ordinarie) comuni all’ Hessiana ed alla cubica fondamentale 
toccano quest’ ultima cuna ne’ punti in cui essa è incontrata dalla Cayleyana. 

(b) In generale, se o, 6 sono due poli coniugati, e se u è il terzo 
punto comune all’ Hessiana ed alla retta od , questa tocca la Cayleyana nel 
punto o coniugato armonico di u' rispetto ai due od (135, c). Sla allorché 
o sia un flesso della cubica fondamentale , vi coincide con o' ; epperò ( 4 ) 
anche a si confonde con o. Dunque la Cayleyana tocca 1’ Hessia- 
na nei nove poli coniugati ai flessi della cubica fonda- 
mentale. 

( c ) Una laugentc della Cayleyana , quale è ur ( fig. 8. a ) , sega questa 
curva in quattro punti 0 , 0 ^ 0 , 'o/, i quali sono le intersezioni di uV colle rette 
costituenti le coniche polari di 0 , 0 ' (135). Quando 0 è un flesso della cu- 
bica fondamentale, la conica polare di 0 è costituita dalla tangente stazionaria 
00 ' e dalla polare armonica , e quest’ ultima si confonde con ur , perchè u' 
ed o coincidono insieme. Ond’ è che de’ due punti o ( 'o/ l’ uno cade in 0 
(od u) e l’altro si uoiscc all’ intersezione di due tangenti infinitamente vicine 
ur, do\ della Cayleyana , cioè al punto di contatto fra questa curva e la retta 
ur. Questa retta ha dunque un contatto tripunto colla Cayleyana; e siccome 
questa curva, essendo della terza classe e del sest’ ordiqe , non può avere altre 
singolarità all’ infuori di nove cuspidi (99, 100), così: 

Le polari armoniche dei nove flessi della cubica fon- 
damentale sono tangenti alla Cayleyana nelle nove cuspidi 
di questa curva. 

(d) L’ Hessiana e la Cayleyana sono dotate di proprietà completamente 
reciproche. Infatti : 

Una tangente qualunque della Cayleya- In un punto qualunque o iteli' Hessia- 
na sega r Hessiana in due punti corrispon- na concorrono tre tangenti della Cayleya- 
«letiti , cioè aventi lo stesso tangenziale, ed na ; due di esse sono curritpondenii , cioè 
in un terzo punto che c il coniugato ar- la retta che ne unisce i punti di contatto 
monico del punto di contatto della Cayle- è una tangente della Cayleyana ; la terza 
vana rispetto ai primi due (135, c). poi è la coniugata armonica, rispetto alle 

due prime, della tangente all* Hessiana in 
o ( 135 , a 


*) Clkbsch , l'ebtr die Wendetangenlen der Curve n drilter Ordnung (Giornate Cmil le-bor- 
CIAADT, t. 58, Berillio 1861 , p. 232). 
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Da questa perfetta reciprocità segue che le proprietà della Cayleyana si 
potranno conchiuderc da quelle dell’ Hessiana e viceversa. Per esempio : 


I nove punti «, nc* quali l’ Hessiana è 
toccata dalle sue tangenti stazionarie, sono 
i flessi anche delle infinite curve di terzo 
ordine passanti pei medesimi. 

Al fascio di queste curve appartengo- 
no quattro trilateri, cioè i nove tiessi sono 
distribuiti a tre a tre su dodici rette R , 
delle quali in ogni punto » ne concorrono 
quattro. 

I vertici dei quattro trilateri sono i 
dodici punti r {*). 

Fra le curve di ttrz’ ordine aventi i 
flessi in comune coll’ Hessiana v’è anche 
la cubica fondamentale C s , rispetto alla 
quale 1’ Hessiana c il luogo di un punto 
che abbia per conica polare un pajo di 
rette , e la Cayleyana è l’ inviluppo di que- 
ste rette. 

Le tangenti stazionarie 1‘ della cubi- 
ca C, toccano l’ Hessiana e la Cayleyana 
ne’ punti •' comuni a queste due curve. 


Le nove rette f tangenti alla Cnyle- 
yana nelle cuspidi , sono tangenti cuspidali 
per tutte le infinite curve di terza classe 
eh’ esse toccano. 

Alla serie di queste curve apparten- 
gono quattro triangoli , cioè le nove rette 
1 concorrono a tre a tre in dodici punti 
r, ciascuna di quelle contenendo quattro 
di questi. 

I lati dei quattro triangoli sono le do- 
dici rette R. 

Fra le curve di terza classe aventi per 
tangenti cuspidali le rette J ve n’ha una 
K ì (**), rispetto alla quale la Cayleyana 
è l’ inviluppo di una retta il cui primo in- 
viluppo polare (82) sia una coppia di pun- 
ti, c P Hessiana è il luogo di questi punti. 

Le cuspidi della curva K ì sono i nove 
punti •' ove P Hessiana e la Cayleyana si 
toccano. 


142. Dato nn fascio di cubiche, una trasversale qualunque le incontra in 
terne di punti formanti un* involuzione di terzo grado , e ne 1 punti doppi di 
questa la trasversale tocca quattro cubiche del fascio (49). Se le cubiche sono 
sizigetiche (ossia se hanoo i nove flessi comuni) e se la trasversale è la po- 
lare armonica / di un flesso i , le tre intersezioni di una qualunque fra quelle 
oobiche sono i punti di contatto fra essa e le tangenti che convergono al flesso 
* (139). Sia r uno de 9 punti doppi dell'involuzione; la cubica passante per 
r toccherà ivi sì la trasversale / che la retta ri , cioè avrà in r un punto dop- 
pio. Ma i soli punti doppi in un fascio di cubiche sizigetiche sono le interse- 
zioni scambievoli delle terne di rette contenenti a tre a tre ì flessi (140, b); 
dunque i quattro trilateri ( sizigetici ) formali da tali rette hanno i loro vertici 
allineati a quattro a quattro sulle polari armoniche de’ flessi. 

Di qui si ricava che , se r è un vertice di un trilatero sizigelico , r dovrà 
giacere nella polare armonica di ciascuno de’ tre flessi situati nel lato opposto 
del trilatero medesimo ; ossia : 

I punti in cui si segano a tre a tre le polari armoni- 
che dei flessi sono i vertici dei quattro trilateri formati 
dalle dodici rette nelle quali giacciono distribuiti a tre 
a tre i flessi medesimi (***). 

Considerando uno qualunque de 9 trilateri sizigetici , i suoi lati contengono 
i nove flessi , mentre pei vertici passano le nove polari armoniche. Sia r tino 
dei vertici ed 123 i flessi giacenti nel lato opposto. Siccome per r passano le 


(*) Quella proprietà sark dimostrala fra poco ( 142). 

I **) K desiderabile una definizione di questa curva come inviluppo di una retta variabile. 

(** # i (lessi , EigenteHaflen de r (Kendepuncf* der Curve* drifter nrdnung u. t. ir. ( domale 
di C&ellk , t. 38, Berlino 1849, p. 257 — 261). 
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polari armoniche di 123, le quali fanno parie delle coniche polari di questi 
punii rispetto a tutte le cubiche sizigetiche del dato fascio ( HO), cosi la retta 
123 sari, relativamente a tutte queste curve, la retta polare del punto r 
(130, a). Dunque ciascun vertice di un trilatero sizigetico i 
polo del lato opposto rispetto a tutte le cubiche sizige- 
tiche. 

143. Proseguendo a studiare il fascio delle cubiche sizigetiche, una qua- 
lunque di esse sia incontrata dalla polare armonica / del flesso i ne’ punti 
mnt'm", onde in questi punti le tangenti alla curva saranno i(m, m', ni'’). La 
tangente (stazionaria) alla cubica medesima nel flesso i incontri / in n. La 
cubica è individuata da uno qualunque de’ quattro punti «ramiti" , opponi , al 
variare di quella , la terna mm'm" genera un’ involuzione ( di terzo grado ) pro- 
iettiva alla semplice punteggiata formala dai punti n. 

Se rr,r s rj sono i punti doppi dell’involuzione, essi sono anche (142) vertici 
de’ quattro trilateri sizigetici; siano poi le intersezioni dei lati rispetti- 

vamente opposti colla retta /. Per queste cubiche trilatere , le tangenti al flesso 
i sono evidentemente gli stessi lati i(i, j, , i Jt s 5 ); orni’ i che, ogniqualvolta 
i due punti m'm" coincidono io r, i punti mn si confondono insieme con s. 

La retta in, che tocca una cubica del fascio nel flesso i, è anche tan- 
gente all’ Hessiana di questa nel punto n (141). Dunque, se una data cubica 
del fascio incontra la retta I ne' punti mm'm", le rette i(m, m' , m" ) sono 
tangenti nel flesso i ad altrettante cubiche del fascio, aventi per Hessiana la 
curva data. Ossia una data cubica è, in generale, Hessiana di 
Ire altre cubiche sizigetiche ad essa (*). 

(a) Se la cubica data $ un trilatero, un vertice del quale sia r ed il 
lato opposto passi per s, le tre tangenti i(m', m”), im riduconsi alle due 
ir, i’i. La seconda di queste rette può riguardarsi come tangente stazionaria 
della cubica data , la quale è per tal modo Hessiana di si stessa. E 1’ altra 
retta ir sarò tangente in i ad una cubica (del fascio) avente per Hessiana il 
dato trilatero. Dunque ciascuna cubica trilatera è Hessiana di si stessa e di 
un’altra cubica (del fascio). Cioè in un fascio di cubiche sizige- 
tiche vi sono quattro curve le cui Hessiane sono i quat- 
tro trilateri del fascio. 

( b ) Cerchiamo se nel dato fascio vi abbia alcuna cubica che sia Hessiana 
della propria Hessiana. Dna cubica C ha per Hessiana un’altra cubica, e I’ Hes- 
siana di questa è una nuova cubica C' . Assnnta invece ad arbitrio nel fascio 
la curva C' , questa è Hessiana di tre cubiche, ciascuna delle quali è alla sua 
volta Hessiana di tre altre cubiche C; talchi C' dà nove cubiche C. Siccome 
le cubiche C, C' sono individuate dalle rispettive tangenti in i ( 46 ) , od an- 
che dai punti n , n’ in cui queste segano la polare armonica /, possiamo dire 
che ad ogni punto n corrisponde un solo punto n' , mentre a ciascun punto 
« corrispondono nove punti n; quindi la coincidenza di due punti corrispon- 
denti n , n avrò luogo dieci volte , cioè vi sono dieci cubiche sodisfacenti alla 
condizione proposta. Di questo numero sono i quattro trilateri sizigetici ; ep- 
però, lasciatili da parte, avremo: 


(* j Hrmi , Veber die Etimtnation de r Variatola u. a. w. ( Ciorv*Je di Creile , I. 29 , Berlino 
ISII, p. 89 . 
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Un fascio di cubiche sizigclichc conlienc sei cubiche, 
ciascuna delle quali è Hessiana della propria Hessiana (*). 

144. Vogliamo ora trovare la relazione segmentarla esprimente la projei- 
tività che ha luogo fra I’ involuzione di terzo grado formala dai punti mnW' 
e la semplice serie generata dal punto n (143). l’reso per origine de’ segmen- 
ti un punto r , cioè quel vertice di uno de’ trilateri sizigetici che cade nella 
retta I ; e chiamato m uno qualunque de’ punti mm'm", la projeltività di che 
si tratta sarà espressa da un’equazione della forma (24, a): 

1) M.rn-t-/4')rm ■+■ 3(I?.rn-t- B‘) rm -+-3(C-m-*- C) rm ■+■ D.rn-h O — 0, 

ove A, A', B,... sono coefficienti costanti. Il punto s corrispondente ad r (143) 
suppongasi a distanza infinita , com’ è lecito fare senza sminuire la generalità 
dell’ indagine ; perchè trattandosi qui di relazioni fra rapporti anarmonici , 
possiamo ai punti nella retta I sostituire le loro proiezioni fatte da un centro 
arbitrario sopra lina retta parallela al raggio che passa per s (18). 

Ciò premesso , siccome i tre valori di rm corrispondenti ad m=ra = oo 
devono essere rm — n, mi = 0 , rm"' — 0 , cosi se ne trae ,4 = 0, C = 0 , 
0 = 0. 

0’ altronde s è un pnnlo della retta polare di r rispetto a qualunque 
cubica del fascio (142), quindi (11): 

_3_ _ _1 1 1 _ 3C 

rs rm mi rm" D‘ ’ 

ma ri è infinito, dunque C — 0. Cosi l’equazione 1) diviene: 

2) A 1 , rm 3 ■+■ 3( B . rn ■+■ B' ) rm •+• D’ = 0. 

La condizione affinchè la 2) , considerando rm come incognita , abbia due 
radici eguali è: 

3) 4' S D' -+- 4(0. rn -+- = 0, 

cioè questa equazione del terzo grado rispetto ad rn darà quei tre punti n 
( 1 , 5 , 1 - ) a ciascuno dei quali , come ad s , corrispondono due punti m coin- 
cidenti ( r,r,r 3 ). 

Se nella stessa equazione 2) si fa rm = rn , ottiensi : 

4) U' -t-3B) rn 3 -4- 3B'.7n -t- D = 0, 

ossia ciascuno de’ punti n dati dalla 4) coincide con uno de’ corrispondenti 
punti m. Ma i punti n dotali di tale proprietà sono ( oltre ad a ) gli stessi 
punti s,^*, dati dalla 3) ; dunque le equazioni 3) , 4) , dovendo ammettere le 
stesse soluzioni, avranno i coefficienti proporzionali. 


(*) Salmo*, Higher piane curve t, p. mi. — A*o*iold, Zur Theorie der homo gene n Fvn- 
etionen dritien Grane* roti érti Variaòeln (Giornale di Cril le , t. 39, Berlino 1850, p. 153). 
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L’ equazione 4) non contiene l’ rn lineare ; onde eguagliando a zero il 
coefficiente di rn nella 3), si avrà BJS'* = 0 , ossia S = 0; perchè il por- 
re B = 0 farebbe scomparire il segmento m dalla 2). Quindi le 3) , 4) di- 
vengono : 

4 fl 5 . rn 3 •+■ A^D' = 0 , { A' -+- 3B) rn -+- D' = 0 , 

donde eliminando rn si ha : 

6) ( A ' — B )( A' -+-2B )* = 0. 

Posto A' — B e per brevità D' — — 4 h‘B , ovvero posto A' = — 2B e 
per brevità tì — — hi ! , le equazioni 3) , 4) in entrambi i casi danno : 

6) rn — A 1 = 0 , 

e le radici di questa orinazione saranno r*i , rs* , rs- . 

Fatto adunque A 5 = rn tt — 0 ed inoltre A’ — B , ovvero A‘ — — 2H. 
I’ equazione 2) diviene nel primo caso > 

7) ( rm — rn )(rm -+■ 2rn) 3 = 0 , 
e nel secondo: 

( rm — rn ) s ( 2rm -r- rn ) = 0. 

Cioè nel primo caso uno de’ tre punti m corrispondenti ad n = ( g, , s a , s, ) 
coincide collo stesso n , mentre gli altri due si riuniscono in un sol punto 
(r 1 ,r J ,r 5 ) diverso da n. Nel secondo caso invece, due de’ Ire punti m cor- 
rispondenti ad n = ( S| , s 4 , s 5 ) cadrebbero in n. Ma nella quistionc che ci 
occupa si verifica il primo caso, non il secondo ( 143); ond’ è che dobbiamo 
assumere A’ — B , non già A' — — 2 B. 

Dunque la richiesta equazione per la projettivilà fra 1’ involuzione forma- 
ta dalle terne di punti mm'm" e la semplice punteggiala formata dai punti n 
può essere scritta cosi : 

8) rm -+■ 3m . rm — 4A 3 ~ 0 , 

ove A esprime un coefficiente costante. 

(a) I punti s^g, sono dati dall’ equazione 6) , ed i punti r,r s r., dalla 7): 

rm -c 2rn = 0 , 

ossia dalla : 

rm ■+■ 8A 3 = 0 ; 

dunque entrambi i sistemi di quattro ponti sj ( s 4 s 3 , rr,r 2 r 3 sono equianar- 
monici (27). 

Ne consegue che, se t è un Sesso reale delle cubiche sizigetiche, due 
de’ quattro vertici r giacenti nella polare armonica I sono reali, gli altri due 
imaginari (26). E per la reciprocità già avvertita (141, d), due delle quat- 
tro rette R ( lati de’ trilateri sizigetici ) concorrenti in t saranno reali , le al- 
tre due imaginarie. Che almeno uno de’ flessi di una cubica sia reale , risulta 
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manifesto dall' essere dispari il uuraero totale delle intersezioni della cubica 
coll’ Hessiana. 

Sia dunque 1 un flesso reale ; e delle quattro rette R ( 1 40 , b ) , cioè 
123, 148, 157, 169, siano reali le prime due, imaginarie coniugate le al- 
tre. I quattro flessi 57,69 saranno necessariamente tutti imaginari,ed invero 
uno de’ primi due sarà coniugato ad uno degli altri due. Siano coniugati 5 c 
9 , 6 e 7. Le due rette reali 69 , 67 , e le due rette imaginarie coniugale 
56, 79 si segano separatamente in due punti reali r, r t , situati nella polare 
armonica del flesso 1 1139, a). 

Essendo reali le rette 123, 148, i flessi 23, e così pure 48, sono o 
entrambi reali, o imaginari coniugati. D'altronde le coppie di rette [24 , 38], 
[28,34] devono dare gli altri due vertici r, , r-, situali in linea retta con 
r, r ( . Ma r,r 3 sono imaginari, dunque i punti 2348 non possono essere nè 
lutti reali, nè lutti imaginari; cioè 23 sono reali, c 46 imaginari. 

Da ciò segue die de’ nove flessi di una cubica tre soli 
(in linea retta) sono reali, essendo gli altri imaginari 
coniugati a due a due (*). E delle dodici rette R , che contengono le 
teme de’ Sessi, quattro [123, 148, 259, 367] sono reali; le altre no. Uno 
de' quattro trilateri sizigetici ha un solo vertice reale; un altro ne ha tre; i 
rimanenti nessuno. 

(b) Come si è supposto sin qui, sia m uno de' punti in cui una data 
cubica del fascio sega la retta 1, e sia n I’ intersezione di questa medesima 
retta colla tangente al flesso t. Supponiamo poi che i punti SI, N abbiano 
analogo significalo per I’ Hessiana della cubica suddetta ; avremo similmen- 
te alla 8): 

r 5 3 ■+■ 3rJV .7 jtf* — 4A 3 = 0. 

Ma 1’ Hessiana passa, come si è già osservato (143), pel punto n, 
talché sarà : 

9) rn -t-3rJV.rn~ — 4A 3 = 0 , 

donde, dato il punto n , si desume il punto N. Per esempio, se n cade in r, 
si ha rjV = oc, cioè ,V coincide con s; e se n è uno de’ pumi r,r,r, , ossia 
se n è dato dall’ equazione ; 

rn ■+■ &h 7 ‘ = 0 , 

si ottiene: 

2 rJV ■+■ m =.0 , 

vale a dire, N è uno de’ punti s ( s.j. . Di qui si ricava che le cubiche sizi- 
getiche le cui tangenti al flesso i passano per uno de’ punti rr,r s r 3 hanno 
per Hessiane i trilateri sizigetici; come già si è trovato altrove (143, a). 

Se invece è dato il punto N, I’ equazione 9) dà i tre punti n corrispon- 
denti alle tre cubiche, la comune Hessiana delle quali è la curva relativa al 
dato punto S (143). 


v*) Pluckm, System dn analytisehen Geometrie, p. 265. 


ta 
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(c) Se la cubica data è Hcssiana della propria Hcssiana (143, b), si 
avrà oltre I' equazione 8) anche la : 

rJV 3rn . rJV" — 4A 3 = 0. 

Sottraggasi questa dalla 9), e dalla risultante, omesso il fattore rn — r N 
che corrisponde alle cubiche trilatere , si elimini r.Y mediante la medesima 9); 
otliensi cosi la: 

10) rn 6 - 20A 3 . rn' - 8A 6 = 0 , 

equazione di sesto grado, che dà i sei punti n corrispondenti alle sei cubiche 
dotate della proprietà d’ essere Hessiane delle proprie Hossiane. 

145. Le quattro tangenti che in generale si possono condurre ad una 
cubica da un suo punto, nel caso che questo sia il flesso i, sono le rette 
« ( n , m , m’, m" ). Ond’ è che il rapporto anarmonico della cubica (13!,b) 
sarà quello de 1 quattro punti nmm'm", ne’ quali la polare armonica del flesso 
è incontrata dalla tangente stazionaria e dalla cubica medesima. 

Ciò premesso , possiamo ricercare quali fra le cubiche sizigeliche del dato 
fascio sono equianarmoniche e quali armoniche (13l,b). 

Siccome i tre punti mm m" sono dati dalla 8) , cosi i quattro punti 
nmm'm” saranno rappresentati dall’ equazione : 

11) rm + 2 rn . rm — 3™* . rm* — 4A 3 . rm ■+■ 4 A 3 . rn := 0 , 

che si ottiene moltiplicando la 8) per rm — rn. 

La condizione necessaria c suflìciente affinchè la 11) esprima od sistema 
equiauarmonico è (27): 

rn ( rn -+• 8A 3 ) = 0 , 

che rappresenta i quattro punti ir^r,. Dunque ( 144, b ) un fascio di 
cubiche sizigeliche contiene quattro curve e q ti i a n armo- 
niche, ciascuna delle quali è anche dotata della proprie- 
tà d'aver per Hessiana un trilatero (sizigetico). 

Affinchè la 11) rappresenti un sistema armonico, dev’essere (6): 

rn‘ — 20A 3 . rn 5 — 8A° = 0. 

Quest’equazione coincide colla 10); dunque un fascio di cubiche si- 
zigetiche contiene sei curve armoniche, le quali sono an- 
che le cubiche dotate della proprietà d’essere Hessiane 
delle proprie Hessiane (*). 


(*) Salnon , Bigher piane «mi, p. in. 
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Akt. XXIV. I.n curva <11 ter*’ ordine considerata 
come Ile ««lana di tre diverte reti di coniche. 


146. Una data cubica qualsivoglia C z può riguardarsi come Hessiana di 
tre altre cubiche ad essa sizigetiche (143). Ciascuna di queste tre curve dà 
origine ad una rete di coniche polari , epperò la cubica data sarà 1' Hessiana 
di tre distinte reti di coniche. Rispetto a ciascuna di queste tre reti, la cu- 
bica data è il luogo delle coppie de' poli coniugati (132, b)j dunque in tre 
guise diverse i punti di una cubica possono essere coniugati a due a due, per 
modo che due punti coniugati abbiano lo stesso tangenziale , ossia nella cubica 
esistono tre sistemi dì punti corrispondenti (133, a). 

Ed invero, se o è un punto della cubica data ed t* è il tangenziale di 
esso, da u partono, oltre tio, altre tre tangenti (130, d)j siano d o" d" 
i punti di contatto. Abbiamo cosi le tre coppie di poli coniugati oo' , oo" , od ", 
in relaziuoe alle tre diverse reti che hanno per comune Hessiana la cubica 
data. 

Applicando lo stesso discorso a ciascuno de’ punti o o ' o"', come al punto 
o, si vede tosto che per la prima rete sono poli coniugati od ed o'V"; per 
la seconda oo" ed d"d ; per la terza od" ed oo". 

(a) Essendo oo, d'o" due coppie di poli coniugati relative ad una stessa 
rete, se le rette oo", do" si segano in y e le oo'" 9 do" in a, anche yz 
sarà una coppia di poli coniugali relativi alla stessa rete (134). 

1 punti o, o", y sono in linea retta, epperò i loro tangenziali ( che sono 
anche i tangenziali ordinatamente de 9 punti d , o '" , z) saranno allineati in una 
secouda retta (39 , b). Ma i tangenziali di o, o" coincidono in u; dunque il 
tangenziale comune di y c z sarà anche il tangenziale di u. Donde si racco- 
glie che: 

Se o o' o " o’" sono i punti ove una cubica è toccata 
dalle tangenti condotte da un suo punto u, i punti diago- 
nali x y z del quadrangolo ood'd " giacciono nella cubica, 
e le tangenti a questa in u x y z concorrono in uoo stesso 
punto della curva. 

(b) Dal teorema (134) risulta che, se ad, bb' sono due coppie di punti 
corrispondenti della cubica , affinchè questi siano relativi ad uno stesso sistema 
è necessario e sufficiente che il punto comune alle ab, db' ed il punto comune 
alle ab , ab giacciano nella curva. Laonde, avuto riguardo alla proprietà (46, d ), 
potremo concludere la seguente: 

Se un quadrilatero completo è inscritto in una cubica, 
i vertici opposti formano tre coppie di punti corrispon- 
denti relative ad uno stesso sistema. 

Qui si offre immediatamente la ripartizione in tre diversi sistemi de # qua- 
drilateri completi inscritti in una cubica. 

( c ) Siano aa { , hb^ due coppie di poli coniugati relative a due reti di- 
verse j a il tangenziale di a ed a, ; p il tangenziale di b e ò 2 . Siano c, c s , 

7 le terze intersezioni della cubica colle rette ab, a { b i9 ap; sarà y il tangen- 
ziale sì di c che di c 3 . Dunque e, c z sono due poli coniugati, relativi però 


Digitized by Google 



124 


alla terza rete (b). Così pure, se le rette aò 3 , a ( ò segano la cubica nei punti 
c a , Cj , questi sono poli coniugati rispetto alla terza rete medesima (*). 

147. Dato un punto o ed un fascio di coniche circoscritte ad un qua- 
drangolo efgh , quale è il luogo de' punti di contatto delle tangenti coudotte 
da o a queste coniche? Siccome per o si può condurre una conica del fascio 
e quindi ad essa la tangente in o, così il luogo richiesto passa per o. Oltre 
ad o, ogni trasversale tirala per questo punto ne contiene altri due del luogo, 
e sono i punti doppi dell* involuzione che le coniche del fascio determinano 
sulla trasversale (49). Dunque il luogo richiesto è una cubica, la quale passa 
anche per efgh , poiché si può descrivere una conica del fascio che tocchi oe 
in e, ovvero of in f, ecc. 

Ciascuna conica del fascio sega la cubica in altri due punti m, m (oltre 
efgh ) 5 che sono quelli ove la conica tocca le tangenti condotte pero. La retta 
mm' , polare di o rispetto alla conica , passa per un punto fisso u ( il punto 
opposto ai quattro efgh) (65). Quando la conica passa per o, i due punti 
mm' coincidono in o; laonde questa conica tocca la cubica in o, od u è il 
tangenziale di o. 

Fra le coniche del fascio vi sono tre sistemi di due rette , c sono le cop- 
pie di lati opposti (ef, gh) , (eg, fh ) , (eh, fg) del quadrangolo dato; per 
ciascuno di essi i punti mm' coincidono nel relativo punto diagonale. Donde 
segue che i punti diagonali o' o' o"' del quadrangolo appartengono alla cubi- 
ca, e le tangenti in questi punti concorrono in u. 

Siccome le rette o[e , f , g, h) sono tangenti alla cubica in e, f y g, h, 
cosi la conica determinata dai cinque punti oefgh è la prima polare del puoto 
o rispetto alla cubica medesima. Analogamente la conica uoo’o'V" è la prima 
polare di u. 

148. Sia o un punto qualunque di una data cubica C 3 , ed u il tangen- 
ziale di o. Se K r> è una cubica , la cui Hessiana sia C 3 , la conica polare di 
u rispetto a A’- è un pajo di rette, una delle quali passa per o (133, b); 
dunque la retta polare di o rispetto a K- passa per u. Ma u giace anche nella 
retta polare di o relativa a C, , giacché quest’ ultima curva é toccata in o dal- 
la retta ou ; dunque in u concorreranno le rette polari di o , relative a tutte le 
cubiche descritte pei punti comuni a C* c K 7t (84, c), ossia: 

Se una retta tocca una cubica in un punto o e la sega 
in un altro punto u, le rette polari di o, rispetto alle 
cubiche sizigetichc colla data, passano tutte per u (**). 

(a) Siano oo'o"o' ,, i punti di contatto delle tangenti condotte alla cubica 
data dal punto u; pel teorema precedente, u giace nelle rette polari di cia- 
scuno dei quattro punti suddetti, rispetto a tutte le cubiche sizigetiche. Dun- 
que le coniche polari di u rispetto alle cubiche medesime passeranno per 
oo'o"o" (***}. 

Le tre coppie di lati opposti del quadrangolo ooo , o > ' , sono le coniche 


*i Hkssk, Creder Curvai drifter Ordnung und die Kcgeltchnitte , trelche diete Curvtn <» 
drei verschiedenen Puncten beriittren Giornale ili Crelle, t. 30, Berlino 184», p. 148— 152). 

{**) Salmo*, On curve t of thè third arder , p. 535. 

(**•) Catlet , A Memoir on curvet etc. p. 443. 
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polari di u rispetto a quelle Ire ctirre sìzigeliche la cui Hessiana i C 3 , epperi» 
saranno tangenti alle tre corrispondenti Cayleyane. 

(b) Si noti inoltre che o'o"d" sono i punti diagonali del quadrangolo for- 
mato dai quattro punti di contatto delle tangenti condotte alla cubica data dal 
punto o (146, a); dunque o' è il polo della retta o"o" rispetto alle coniche 
polari di o relative a tutte le cubiche sirigetiche (108, b); ecc. 

149. Siano af)y i Ire punti in cui una retta sega una data cubica, ed 
a,,a,a ,03 , b„b t b t b. , c^c^e, i punti di contatto delle tangenti che da quelli si 
possono condurre alla curva. Siccome i tangenziali di tre punti in linea retta 
sono pur essi in linea retta , cosi la retta che unisce uno de’ punti a con uno 
de’ punti b passerà necessariamente per uno de’ punti e; epperò i dodici punti 
abc giacciono a tre a tre in sedici rette (*). 

Siano a 0 6 0 e 0 tre punti scelti fra quei dodici in modo che siano allineati 
sopra una retta ; e siano a,6,c, , a.ò,.c. , a,6-c-, i punti corrùpondenti a quelli 
rispettivamente nelle tre reti di coniche , alle quali dà nascimento la data cu- 
bica considerata come Hessiana (146). l’el teorema (134) sono in linea retta 
le terne di punti : 



<*o*t » 

^0 C i °l 9 

C 0 Oj , 


<!,> 6$ c* , 

Ò 0 * 

C 0 ° J b-ì 2 

olire ad 

«0 ^3 ^ > 

*0 C ~ a 7, 9 

<Jo • 

c 0 a 3 bz 1 

E pel 

teorema ( 146 , c) 

sodo in linea 

retla anche 


fl l ^2 ^ » 

<h h c i > 

a 3 b[ C i 9 


fl| Òj j 

°2 ^3 * 

a 3 b ‘ c, . 


Queste sedici rette si possono aggruppare in otto sistemi di quattro rette 
ciascuno , le quali contengano tnlt’ i dodici punti di contatto (**). 

( a ) I punti 0 , 6 , 0 , , che corrispondono ad a„ 6 0 c„ rispetto ad una medesi- 
ma rete , sono i vertici di un triangolo i cui lati passano ordinatamente per 
o 0 , à, , c„, (134), e sono anche i punti di contatto della cubica colla polo- 
conica della retta a lt b„c g , relativa a quella rete (137). Dunque (39) le rette 
che uniscono i punti a, 6 ,c, ai vertici del triangolo formato dalle tre tangenti 
aa, , (76 1 , ye, , concorreranno in uno stesso punto, v4o -è-vt-po hr rtel l a r et i», 
vviy-nvfte llu o t ta nome a smMefctai (***). 

£ superfluo accennare che la stessa proprietà compete ai punti a 3 6 a e 4 , 
a, 6 jC, , che sono i corrispondenti di a,, 6 0 c 0 rispetto alle altre due reti. 

(b) Le rette <i„ 6 lt , a, 6 , s’incontrano sulla data curva in c„ , onde questa pas- 
sa si pei punti comuni ai due sistemi di Ire rette (aa„, /76„, yc„) , (a/7, a,| 6 u , a„ 6 „), 
si pei punti comuni agli altri due analoghi sistemi (aa, , ,76, , yc„), («(7, a, 6 ,, a, 6 , j. 


* | F’i.ncx fk Sytlem der analvlitehrn Geometrie, p. 272. 
**) Il .vii , lette i Carré* drifter ttrdnuni/ u. e. ir. p. IS3. 
*** Ci Hip; ir. . Suttem der analt/tìsehen Geometrie, p. 46. 


Digitized by Google 



126 


Saravvi adunque (50, b) un luogo di Ieri' ordine sodisfacente alla duplice 
condizione di passare pei pumi comuni ai due sistemi ( «a,, , fib a , jc 0 ), 
( aa , , (fi, , jc 0 ) , c di contenere le intersezioni dei due sistemi ( a(f , a fl b „ , a 0 4„ ), 
( off , 0 , 6 , , < 1 , 6 , Queste due condizioni sono appunto sodisfatte dal sistema 
di tre rette (a(f, [ I) 1 ][ 1 0 ] , jc 0 ), ove [ 01 ] indica il plinto comune alle ret- 
te aa„, (fi, , ed [10] il punto ove si segano le aa, , di,, . D’altronde, qua- 
lunque luogo di terz’ ordine appartenente al fascio determinato dai due siste- 
mi (a/f, a„ 6 0 , a„i u ), (a(f, <z, 6 , , a,i, ) non può essere altrimenti composto 
che della retta aj I e di un pajo ili rette coniugate nell’ involuzione quadratica 
i cui raggi doppi sono a,,i„, u,h, (*). Dunque la retta [0 1 ][1 0] passa pel 
punto e 0 ed é coniugala armonica di yc„ rispetto alle a„b„, a, 6 , (25, a). 

(c) l’er la stessa ragione, se oa 0 incontra ,? 6 S , (fi, in [02] , [03], e se 
fi b„ incontra «a- , aa, in [20] , [30] , le rette [02][20] , [03][30] passano per c n . 
Laonde, rappresentato con [00] il punto comune alle aa„, ffi„, i due sistemi di 
quattro punti [00 , 0 1 , 02 , 03] , [00 , 1 0 , 20 , 30] avranno eguali rapporti 
inarmonici , imperocché essi risultano dal segare colle due trasversali oa 0 , 
(fi,, uno stesso fascio di quattro rette concorrenti in . Pie segue che i rap- 
porti enarmonici de’ due fasci a (a 0 , a, , a i , a, ) , (f(i 0 , 6 , , i 4 , 5-) sono 
eguali, ossia clic i sei punti [00], [11], [22], [33], a, (f giacciono in 
una stessa conica, come si è già dimostrato altrove (131, a). 

Analogamente, concorrendo in e, le quattro rette a u i, , a,i„, fljé, , a, 6 a , 
i due fasci a( a„ , a, , a , , a, ), (f (ì, , b a , b . , t 2 ) avranno eguali rapporti anar- 
monici; ecc. 

(d) Come nel punto e 0 concorrono le rette [ 01 ][ 10 ] , [ 02 ][ 20 ] . 

cosi » c, » [Ooj[ll], [22][33], ... 

» c s » [00][22] , [33][11] , . . . 

» «a » [00][33] , [1 1][22] , . . .(**). 

Dunque i punti [00], [11], [22], [33], ove si segano i raggi omo- 
loghi de’ due fasci progettivi »( a, , a, , a ., , a, ) , (f(4 0 , 4, , b i , b, |, formano 
un quadrangolo completo, i cui punti diagonali c,, c a , c, appartengono alla 
cubica e sono i punii di contatto di tre tangenti concorreuli in y , terza in- 
tersezione della curva colla retta a(f. 

Quando i punti a(f coincidano , ritroviamo un teorema già dimostra- 
lo (146,3). 

(e) I punti a, (f sono i centri di due fasci proiettivi , ne’ quali alle 

rette a( o,, , n, , a a , a, ) corrispondono ff ( fr„, 6 , , , i,). Condotta per a una 

retta qualunque che seghi (fi,, nel punto [xO] ; unito [xO] con c (l mediante 
una retta che seghi ao 0 in [OxJ ; sarà ff[0x] la retta corrispondente ad a[xO]. 
In questo modo si trova che alia retta ufi corrisponde ffe„ od ac 0 , secondo 
che a(f si consideri appartenente al fascio a o (f. Dunque ( 69 ) ac„ , ,fc 0 so- 


(*] Se le coniche d’nn fascio hanno un punto doppio comune r ft , cioè se ciascuna di esse consta di 
due rette incrociate in e„, tulle le analoghe coppie di rette formano evidentemente un’ involuzione , i 
cui raggi doppi rappresentano le due Imre del fascio per le quali è una cuspide 48). 

In ciascuno de’ punti e concorrono sei rette analoghe a (Olj(lO). 
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no le tangenti in a , fi alla conica generata dai dite fasci proiettivi ; ossia 
(107) c„ £ il polo della retta afi rispetto alla conica afi [00][1 1][22](33]. 

Analogamente , i pnnti e, , c a , c, sono i poli della retta afi rispetto alle 
altre tre coniche passanti per afi e per le intersezioni delle tangenti che con- 
corrono in a ed in fi ( 1 3 1 , a ). Ossia : 

Le tangenti che si possono condurre ad una cubica 
da due suoi punti a, fi si segano in sedici punti [xy] si- 
tuati a quattro a quattro in quattro coniche passanti 
per a c fi. 

I poli della retta afi rispetto a queste coniche giac- 
ciono nella cubica, la quale £ ivi toccata da quattro ret- 
te concorrenti in 7 , terza intersezione della curva colla 
retta afi. 

I poli di afi rispetto a tre qualunque fra q nelle co- 
niche sono i punti diagonali del quadrangolo completo 
avente per vertici i quattro punti [ xy ] situati nella quar- 
ta conica (*). 

(f) La conica polare di e 0 , oltre al toccare la cubica in e 0 , la seghi 
ne’ punti pqrt. Ogni conica passante per pqrt incontra la cubica in due altri 
punti che sono in linea retta col punto 7, tangenziale di e„ (147); dunque 
la conica descritta per pqrt ed a passerà anche per fi. 

Si noli poi che il quadrangolo completo pqrt ha i suoi punti diagonali 
in C'CjCj, cioè ne' punti che haono il tangenziale comune con e 0 (146, a). 
Ne segue che il triangolo CiCgCj è coniugalo rispetto ad ogni conica circo- 
scritta al quadrangolo pqrt. 

Ma siccome c t c^c. l sono anche i punti diagonali del quadrangolo 
[00][1 1][22][33] , cosi il triangolo c,c 2 Cj £ pur coniugato rispetto alla coni- 
ca nella quale giacciono i sei punti a|7[00][l 1][22][33]. Dunque ( 108 , e ) 
questa conica passa anche per pqrt (**). 

160. Se nel metodo generale (67,c) per costruire il punto opporlo a 
quattro punti di una cubica C 3 si suppone che questi , coincidendo per cop- 
pie , si riducano a due soli a, b, il punto opposto 7 sarà in linea retta coi 

tangenziali a, fi di a, b, cioè sarà il tangenziale della terza intersezione c 
della cubica colla retta ab. Ogni retta condotta per 7 sega la cubica in altri 
due punti mn , pei quali passa una conica tangente in a e b alla cubica me- 
desima; onde, se i punti mn coincidono, la conica e la cubica avranno fra 
loro tre contatti bipunti. Pel punto 7 passano quattro rette tangenti a C z ; 
uno de’ punti di contatto, e,£ in linea retta con ab; gli altri tre siano c,c 5 c 3 , 
e consideriamo la conica tangente in afte, . 1 punti cc, sono poli coniugali ri- 
spetto ad una delle tre reti di coniche , I’ Hessiana delle quali £ la cubica 

data (146); e se i, £ il polo coniugalo a b nella stessa rete, la retta ò,c, 


( * ; Sai. mos . ThSorcmes lur lei courbei de troieicme degrt , p. 276. — Uigher piane cur- 
ve! . p. 136. 

(**) Siasi Koat ata , Ori Ite tnterseclbni of tangente dromi thmugh tuo pointe on a cur- 
ve uf thè third detrrec (Quarlerly Journal or pure and apporti Matbrmatirs , tol. 3, Camion 1660. 
p. ni ). 
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passerà per a, e le bc { , b\C si taglieranno in a, , polo coniugalo ad a ri- 
.spetto alla medesima rete (134). Vale a dire, se la cubica è toccata in abc y 
da una curva di second’ ordine , i poli a,ó,c coniugati ad afte, rispetto ad 
una delle tre reti sono in linea retta; donde segue che, rispetto alia rete 
medesima , quella curva di second* ordine è la polocouica della retta a,ó,c ( 137 ). 
Analogamente , se aj)* , a-b- sono i puoti corrispondenti ad ab nelle altre due reti , 
le coniche tangenti in abc 2 , abc- sono le poloconiche delle rette a^c, a-b-c 
rispetto a queste reti. 

Cosi le coniche tangenti ad una cubica in tre punti si 
distribuiscono in tre sistemi, relativi alle tre reti aven- 
ti per comune Hessiana la cubica data. 1 sei punti di contatto 
di due coniche d* uno stesso sistema giacciono in una conica segante ; e vice- 
versa , se pei tre punti di contatto d’ una conica d’ un certo sistema si de- 
scriva ad arbitrio una linea di second' ordine, questa sega la cubica in tre 
nuovi punti , ne* quali questa curva £ toccata da un' altra conica dello stesso 
sistema ( 137 , a). 

Se una poloconica dee passare per due punti dati o , o, la retta a cui 
essa corrisponde sarà tangente alla conica polare di o ed a quella di 6 ( 136, a). 
Ma due coniche hanno quattro tangenti comuni; dunque per due punti dati 
ad arbitrio passano dodici coniche ( quattro per ciascun sistema ) aventi tre 
contatti bipiinti colla data curva di terz* ordine. 

La poloconica di una tangenre stazionaria, per ciascuna delle tre reti, 
ha un contatto sipunto coll* Hessiana (137); vi sono adunque venti- 
sette coniche (nove in ciascun sistema) aventi un con- 
tatto sipunto colla cubica data (*). 1 punti di contatto sono quel- 
li che nei tre sistemi corrispondono ai nove flessi, vale a dire, sono i punti 
in cui la cubica è toccata dalle tangenti condotte per uno de* flessi (39, d). 
Uno qualunque di questi punti chiamisi p , q od r , secondo che appartenga 
all* uno o all* altro dei tre sistemi. 

Tre flessi in linea retta ed i nove punti pqr che ad essi corrispondono, 
nei tre sistemi , formano un complesso di dodici punti ai quali si possono ap- 
plicare le proprietà (149). Dunque: 

Ogni retta che unisca due punti p ( dello stesso sistema ) passa per 
un flesso; 

Ogni retta che unisca due punti pq ( di due diversi sistemi ) sega la cu- 
bica in un punto r ( del terzo sistema ). 

Ed inoltre ( 137 , a ) : 

I sei punti p che ( in uno stesso sistema ) corrispondono a sei flessi alli- 
neati sopra due rette, giacciono in una conica (**). 


(*) Strini* , Geometritehe I.ehrsntze (Giornale di Crilli, t. 31, Berlino 1846, p- 132). 

Hrshe , Ueber Curven dritter Ordnung ti. *. i c. p. 165-175. 

Oltre alle Memorie filale in questo e nel precedente articolo veggansi le tegnenti; 

Monica, Ueber die Grundfnrtnen de r Lime* der dritter Ordnung < Abbandlungcn dcr *i. 
Sachsischen Gcsellsthatt der Wi«ei»seh»nicn , 1. Bd, Leipzig 1849, p. 40). 

Bella* iti» , Sulla clattifieaiioHe delle curve del terz' ordine (Memorie della Società Italiana 
delle scienze, t. 25, parte 2., Modena 1851 , p. 33). — Sjxtttziowe dei nuovi metodi di geometria 
analitica (Memorie dell’ Istituto Veneto, voi. 8, Venezia 1860, p. 342). 



Digitized by Google 


Créraona.Teor. Curve. 






Digitized by Google 


Digitized by Google 


Digitized by Google 


Digitized by Google 






le 


